


NUMERI COMPLESSI

ESTENSIONE di IR AGGIUNGENDO
i T.ci ? -1

GENERA E :{ ☐ +
bi : a.

beh}

È UN CAMPO ,
CON LE OPERAZIONI

( • +b) + ( ( +
di / = la + c) + Ibid )i

( atbi) . / < + di ) = fac - bd) tlàdtbci

INVERSO moltiplicativo ;
1- =9-b.io?+b2a+bi



% SI PUÒ DEFINIRE UN ORDINE TOTALE

( NON COMPLETO)

a +
bi fctdi SE acc o

a :c
e bid

Ri
2- c. E z : atti

×

2-

è . a- bi izi =
Fitbit b . . .

-

;

i. i :[ → ↳ +0) '
R

{
lz.ru/--lZl-lWl

,

\!

/ ztwlflzlttwl g-
E



RAPPRESENTAZIONE TRIGONOMETRICA

⇐ atbi

✗ = arglt) È T.ci

b = 12-1 Sina E

a

a = 171 cosa

fz.la/(coiatisinTImglz) È DEFINITO

A MENO DI MULTIPLI
DI 21T

Aigle) E [ 0,21T) SI DICE ARGOMENTO PRINCIPALE

DI 2-



PROPRIETÀ
z
,
= £

. (cosa ,ti sin 4) 4=1%1
4-- agli;)

È & - ( cosa,+ i Sing)

tizi Q -Pz (↳¢+4) + i sin (4+4))
VERIFICA :

tizi per ( cosa , cosa,
- Sing Sing

+ i Sina
,

cosa, )
- + iTINI

= QQ ( costa,+a) +
i sin (4+4))



IN PARTICOLARE

2- =p ( cosa ti Sina)

2-
"

= { ( asina) ti
Sinha )) V-ne.IN

n

⇒ ( cosa+ isina) = castrati sin /
na)

DE MOIVRE

È
: fj%aaatig.FI e = 2,71 . _ _

NUMERO DI

NEPERO



2- = gli
"

Rappr . ESPONENZIALE

è! IR → { z.ee : "1=1} %È,E
PER ESTENSIONE PONIAMO :

e
? e

?
e

"
. e

#

( asbtisinb)z.ai-ibc.EC? [ → G) { 0} isomorfismo di GRUPPI



RADICI n
±
DI WE E

CERCHIAMO soluzioni IN ¢ di

II-TJW.tw/ei&z=izleiPzn=1z1neinPa=arg(w)
i [ Aylin) +

2kt]
KEZ

171
" è " =

lui e

⇒ {
171 .tw/

%

KEZ È

Angli)
: Aging +2¥

Te . Dighe [0,2N)↳
n SOLUZIONIf- 0 ⇒
distinte



CASO W --1
,

RADICI dell' UNITÀ 2-
"

=L

DÈI ke {0,1 , . . - n
-1}

"

÷ .
E

74 75



PIÙ IN GENERALE
,

DATO

n DIFFICILE

Pfz) = [ 0*7
"

aie E
1<=0 { TEOREMA

] SEMPRE UNA
SOLUZIONE [ (f) = O

FONDAMENTALE
• DELL'ALGEBRA

IN PART . Possiamo
SCRIVERE

Piz) - (z -E) Qlz) daga -- n
-1 E

QUINDI PER ITERAZIONE POSSIAMO SCRIVERE



Plz) - an ( z
- z
,
) . .

. .
( 7-zn )

Zie E soluzioni di PG) = 0

POSSIBILMENTE
coincidenti

FATTORIZZAZIONE

Piz) = an
È f- zj)

"
Di Pin E

jet K

G. c.
IN molt. Di

2-
j ,
[ G- = n

KEN f- I



0¥ NON È VERO IN IR
,

DOVE PERÒ

Pia) = [ aixi cane
SI PUÒ DECOMPORRE

i--0

K

Pix) - 9¥, Pjln )

[degpj-np.in) = {
se- se ;
o

j
aettajxtbj

DÈI SI DICE CHE € È algebricamente

CHIUSI



Pla) --0 degli=L
CIOÈ Plz ) = azitbztc a.b) ceci

⇒ &;.BY?-4ac-0S-S
: IL TEOREMA NON

VINCE PER PIZ
,E) = 0

E 7. È + 1 =
O NON HA SOLUZIONE



DISTANZQINTORNYTOPOLOGIA.in/RelRj
cos'È UNA DISTANZA SU UN INSIEME £

d :[ ✗ E → [
0

,
to ) È UNA DISTANZA SE

• dlape) = 0 ltxe E

• dcogy) = dlype) ttagy simmetrica

•
dire

, g) tdly ,

-2) ? dlzgz) txy,z

DIS . TRIANGOLARE



( E
,
d) si dice uno

SPAZIO METRICO

È (R
"

,
/ • 1) dinis) > lx-yt-EH-y.it

i. 1

191.1 ) i

È



Esercizio ftp.?i.lp ) pe (9+0)

dia,y) =/ a- ylp :(È Mei - y :P )
"

i :|

È UNA distanza SE p.FI#E1



DATO (E
,
d) sp .

METRICO

Brca) = { ye E : oltre
, y) < r } si dice

PALLA DI
RAGGIO r CON CENTRO su

Defi (E , d) SP . Metrico ,

A c- È
,

se .CA

A SI DICE UN
INTORNO di se

se 3- r > 0 te . Brix) c- A



☒ (E , d) sn . E' c- E ⇒ (E'd) s.in .

Defi ¢ , d) s.in . AEE

A si DICE APERTO

SE A É INTORNO DI OGNI SUO PUNTO
,

cioè tre D Jr
>0 te . Brin) SA ,

SI DICE CHIUSO SE E 'A È APERTO
.



Prof DETTA = { HEE : A APERTO}
SI HA CHE

⑦ f. E c- A

⑧ {Di}
; , ]

FAMIGLIA D ' APERTI
,

ANCHE INFINITA
,

vai c- A
ie ] n

VERA PER

③ ÷ . -
Anea ⇒ Maietti:

È-1





TEOREMA BOLZANO -
WEIERSTRASS

[ SIR
"
LIMITATO E DI CARD . INFINITA

⇒ E HA PUNTI DI
ACCUMULAZIONE .

D n=1_
E

5 Ec. [ a ,b]HAI
1a

b



COSTRUIAMO ITERDTIVD ritrite

a:-O
,
b. :b[a ; , b;]

c- [aj.i.bj.si

lb
;
-0 ; / = bjj

T.C.tn [aj , } ;]
HD CARD . INFINITA

N=:[qbÈÈ
( a , b) = { ✗EIR : • < ×

- b} int. APERTO



f. la :b ;] = a- c- IR

a- = Supa;
= infb ;

j j

Si Hb CHE è
É PT

.

Di ACC .

PER E ,

infatti
E >0

[è- E. è# E ] ? [ a ; ,} ;]

DEFINITIVAMENTE
IN j , CIOÈ Jj , T.C .

Io ;
- b
; / E [

è - sete] ti
> j .

.

0¥ NON
È DETTO CHE 2- c- E

.



h > 1 LA Din . È ANALOGA

a

" " " "" ans.

DIVIDO Q
.

IN 2
"

CUBI

DI LOTO METÀ

E SCELGO Q
,
te .

ENQ , HA
CARD .

INFINITA

⇒ Qj c- Qj, ,
Lj = ↳ LUNGHEZZA DELLO

2J SPIGOLO di Qj .



0¥ Non È VERO IN SPAZI METRICI GENERALI

E chiuso ⇒
IEEE

E CHIUSO ⇒ DEE È DOVE

DE = { se : se PT . D) Acc . di
E }

(DERIVATO di E)

SE =p ⇒ E c. { & , R
" }



t.IM/TlDlFUN2-low1-
È
,

F spazi METRICI

f : E) {x .} → F Funzione

% PT . DI ACC . Di
E

SI DICE CHE f HA LIMITE
le F PER se → %

SEE If VINT.
Di
l IN F ] U INT . Di no in

E

te .

f / Un'{se,}) su [ Posso PRENDERE )
\ U , V PALLE



• IL LIMITE NON DIPENDE DA flag)

• IL LIMITE l SI INDICA

f = fin fine) ED È UN' co ( SE ESISTE)
✗→ se ,

i
E



esenpjf.R-hfk.MY?Y-*.+ylniD=&d0HD=loi)
3. linfa ,

» ?
My) → (0,0) IR fsf.ir

' "=D ⇒ fini) = È :{

µ
IL Unite

gf:O

NON ESISTE

IR
'



f : Hilo} → IR flx) =: sin /%)
IR

§ linfa )
a-soi:* .



PER LE FUNZIONI IR → IR È conveniente

CONSIDERARE È
: IRU { ± a}

( IR ESTESO )

SI PUÒ ESTELDERE LA DEF . PONENDO

U INT
.
Di toro ⇒ 3 sete . ys

U ty > se

U INT . Di
-00 ⇐ 3- ✗ Te . ye

U gia

⇒ SONO DEFINITI
fin fin) E I LIMITI POSSO

✗→ 100 ESSERE IO



him a = ± •

✗→ ±-

PROPR-ll-tbDEILINITIINIR-TEO-LPERNANEM.laDEL SEGNO)

lim fin) =L > 0 ( va Bene t.to )

✗→ Ho

⇒ ] UINT. Di no te.
fly) > 0 Hye

Ù



PROPRIETDALGEBRICHL-limflnt.li
,

him Y' a) = m ,
fm c- È

✗→ non
a-> no

⇒
① fin ✗ (a) t.gl" )) = ltm TRANNE

QUANDO OTTENIAMO

se-3×0
go - oo

o _ oot 00

( FORMA INDETERMINATA)

④ lim fin) . gia) = f. m
si-37 ABBIANO 0 . ho

www.onw-na.IYE?:::;eg.a.as..-
± oo + e = ± 00 ( + co) . (- co) = - 00



⑨ M¢0 him & / × ) TRANNE SE ABBIAMO

✗→ ×. §)
= % LA FORMA IND .

Con la convenzione tag , {
+ • C > 0

-
A CCO

① m :O
,

SE gin) >
O IN Vita . }

-
= { +

• l > O

E l # 0 ⇒ limflx)
-
ao l so

✗→ x
, gia)

SE g
(a) < 0 SI INVERTONO I SEGNI

0¥ f- m = 0 ABBIAMO LA FORMA INDETERMINATA §
e. m = ± si

"
" ±@



0¥ I LIMITI DI FUNZIONE INCLUDONO I

LIMITI DI
SUCCESSIONE

Dtt:

{On} , ,µ
È una

SUCCESSIONE in E

se
] f : IN →

E te. an .
fin )

÷
È DEFINITO

fin ffn)
h» +00



him fini , limon = l c- E ⇒ (xi.to)
nato in-3+00

✓ Int . Di
l in E ] U INT . Di +a

te .

fin) c. V ti ne Un
/N

⇒ In.HN T.c.gov
Un # no

.

1-
Dt una succ . an

t.c.liman-lc-E.IR
"

,
nn→ l
,

non n

SI DICE convergente in IR
,

se E- LÌ E l' Ico , SI
DICE DIVERGENTI



t§ ( s E SP . DETRICO È CHIUSO

⇐ fan succ . IN
C

con aria
EE

⇒ see ( ↳
CHIUSURA

PER

Succession )





propi f , g : E
' {%} → IR x.pt . di acc . ti E

fig in un
intorno di no

limf : l ling - m ⇒ lem
.

Niko
senno

DI Delta h =

g- fa ⇒ 0 ,
si ha fin h = m -

l
.

✗→ ×
.

Supponiamo per
assurdi m.la 0

⇒ ( 1am . segno)
him < O in un

intorno di no

⇒ g < f in un
int

.

di 2
,

ASSURDO .



TEI ( 2 CARABINIERI)

f. g.
h : E ' { no} → IR

fsh e g
in un

intorno di se
,

limf = l.mg =
le ☒ ⇒ limh =L

.

siano

✗→no
non

.

DI f. = + a ⇒ IV
int

.

di + oro
del tipo (o, +a)

✗ER

JU int
.
di no t.ci

fine V tre

ciò fin) > a
tre U ⇒ hcx) > fin> a

fa e Ù

⇒ lim him
-

- to .

l = - o si fa allo stesso modo .
se→ Ho



lc.IR
.

E 7 U int . di x. te .

fine Il -qlte) e gia) e Il
- &
,

lte ) Yae
-

U

him )

÷ÉÈ
⇒ him e d- gltc) v. ne U ⇒ him had =L

.

A) Ho



cori-lim.lu) = 0 ⇐ fin / fin) / = 0

x-p
. ✗→ %

' (¥) - / fin) / < fine / fin)) tu

b:
⇒ fai , → 0 yen

È teorema precedente .

( ⇒) linfa) :O ,

V-EJUint.dix.tt .

✗→no

fine ( ge)
V-xe.li ⇒ t.lu/eGDsfge)

⇒ limlfia)) - 0 .

✗→ no



Coil f. g :
Ei { n .} → R lim f- (a) = 0

,
I

✗→ se
.

/ gia) / SM in un
int

. di x
.

⇒ fin fin) - gin)
= 0

✗→ No

NI - M . / fin / e fin) . gin) t
M . Html in un intorno

limlfia) / =
0 ⇒ lim M . / fin) / = 0

✗→no

✗→x
,

⇒ per il
treno ( 2 aaah .) linfa) -gia) = 0

.

se> se .



GENERAL TOPOLOGY

COMPATTEZLA-tEDEE.li
sp . topologico

② E si dice COMPATTO se

per ogni
RICOPRIMENTO APERTO di E

,

cioe {R:}
, ]

FAMIGLIA d
' APERTI I:c. Es

UR; ,
iei

N

⇒ 754 . - nn te .

Es Ur
in-1

n

b

SottoRICOPRIMENTO
FINITO



② E SI DICE NUNERDB / tenente compatto

SE VALE la PROPRIETÀ PRECEDENTE ¥ ] NUMERABILE

( E CPT ⇒ E nun . CPT )

$ E SI DICE SEQUENZIALMENTE COMPATTO

SE zen succ . IN
É ] zen

,

SOTTOSUCCESSIONE

CONVERGENTE IN £
,
CIOÈ lim zen

,

-

- se C- E
.

K-sta



E SP . METRICO

① ⇒ ② ⇒ ③ .

IN GENERALE ① # ③ ,
③ # ②

e ② # ①

Propi E sp .
metrico compatto , Fs E chiuso

⇒ Fsp .

metrico compatto

DI serie FEE , Isen ,
→ xe

E ⇒ ( F chiusi) xef ,



Propi E meteo
,
f- c. E compatto ⇒ F chiuso e limitato .

[ F limitato significa F s Bros) per qualche a. ed R]
DI ① F chiuso .

Se
per
assurdo F non è chiuso

⇒ 7.x. pt . di occ . di F, xè .

] sen → ala
,

se ne
F

.

=) (Fcpt) ] xnn→x
ma se

,

= %
,

assurdo
.

① F limitato .
Per assurde F non

limitato

⇒ dato a. e
'

F
,

F ¢ Bnlxo) ttne IN



Definiamo x, e F- Biro) ,

" are Fi
B

( xd

dlx.pe) +1

e quindi xne FIB
(ad

dlx.ien.pt1
.

i. sua . senvafa Ì÷dlxn.am ) > 1 Un # m

lo stesso vale per ann sotto
succ .

⇒ se
,
non può convergere .



0¥ In generale. I spazi E metrici e

sottoinsiemi FSE chiusi
,

limitati
,
non compatti .

la = { ( an) neµ successioni limitate }

Ane
R e tanti M

tn

spazio
vettoriale su IR

Hall = snwp
ben / NORMA di RE

lo

dia
, y)

:

sup
ben-Mfn / = Ha -911 DISTANZA su la

t
n

( ✓µ VERIFICATO)



LE PALLE BRÀ = { gelo : Hayter}

Sono CHIUSI E LIMITATI NON compatti
.

BASTA PRENDERE
,
in B

,
/ 0)
,

LA SUCCESSIONE

zen = ( o .
-

→
1
,

-

-0
,
.
. . )

.

↳ n' posizione

Tt f- SIR
"

CHIUSO E LIMITATO =) FCONPDTTO
.

DI ✗ ne
F successione

② 7sec.tt >

e . sen
- se per infiniti n ( frequentemente)

⇒ jxni.ae
tre



② altrimenti
,
{ zen}

ne µ
È infinito E LIMITATO (Flirtato)

(B.W .)

⇒ 3- pt. di accumulazione
xc.IR

"

per
{nn}
,

⇒ ] sottovoce . sentisse
c- F ( Fchiwzg )

.

TEO-CB.tl .) E sp . metrico , Fs
E compatto infinito

⇒ E ha un pt. di accumulazione, appartenente ad F.

DI . Sia zen
succ. in

F. te . sen ¢ {4 .
. _ zen . , }

=) Jann → se c-
F
,

se
,
#

=/ se ti K

a
CPT . ⇒ • è di accumulazione per

F
.



FUNziowicowtihUEDET-i.fi
.
E → F E.F sp .

mettici

Zoe E ,

f SI DICE CONTINUA IN % SE

① se
.

È pt . isolato

① se È di sec .
E fin fine ) - f-(7) e F

.

se-3k,

☒ Dalla def. di limite, f- È così . in % È

Vint. d. fisco) IU int
.
dise

.
t.a.HU) c- V .

DE f si dice continuo su ÈEÉ se è continuati sge E
'

.



PROPRlltPALGEBRICH-E.fi
g :
E → IR continue in % ⇒

/ ①ftp.t.inxo.oc.fwt.inx.V.cc/R.0f.gcont.in-
① g (7) =/ 0 , ↳ È cont. in

✗
o .

TED ( PERM . SEGNO ) fla ) art. in se
.
con fluo) > 0

(risp . fino> < 0)
⇒ ] Vint. di a.

t.se
.

f- (x) > 0 ( risp . f-(a) < 0)
ltxev

.



L' INSIEME DELLE FUNE
.

continue f. E → IR

CHE si indica con [ (E) o [
☐

(E)
,

È UNO SP , VETTORIALE su ☒ ( di Din . INFINITA ) .

Tto ( composizione DI Funt . Continui,
SOSTITUZIONE NEI LIMITI)

f : E) fa .} → F E ,F sp .
mettici

% pt . di acc .
fin fin) = y

,
se →Ho

g :
f- → G continua in Ya



⇒ la funzione composta g. f : E. {%} → G

ha limite in x
.

e si ha@lgofJiay-.gly.Ty
✗→ No

cioè lim gtkx )) : him fly ) .

a->no y→ yo

( sostituzione y
-
-

Fca))
.

Dirà sia Vint . di giy .) ⇒ 3 U int . di % i. c . glu) c. V

⇒ ] Wint . di x.
te
.

flw) su ⇒

( g. f) (W ) c. V
.



cari f : E → F cont
.

in x
.

g
: f- → G cont

. in fisco)

⇒ g.
f art. in x .





FUNZIONI CONTINUE IN SPAZI METRICI

propi f : E → F continua in a. c- È ⇒

V-xn-sx.si La linfa .) = fisco)
n n

DI Per esercizio .

È Non vale in uno spazio topologico generale .



TEJ (WEIERSTRASS)

f : E → R cortina , E sp .
nutrici compatte

⇒ f ammette Massimo e
minino in E

,

cioe ] sem , seme
E T.ci

flxm) e fini e firmi
tre E

.

⇐ Si applica a f : E SIR
"

→ IR se E è chiuso e limitato .



Dini Mostriamo che 3 am di MINIMO .

Sia l = inf fin * Ho { - o}
✗ c- E

e sia yne
f- (E) con yn→

l
.

y ;
firmi

,
un c- E

.

E compatto ⇒
3- se
,
→ seme

E
.

f continua =) f- ( sem) = limflxnn) =
lim Yy

,

:L
.

K
K

✗
m
è di Minino . (✗µ Di massimo si trova allo stesso )modo



SUCCESSIONI DI CAUCHY

E sp .
metrico

, in successione
in E

✗
n

si dice DI CAUCHY se
VE > 0 ] ne

t.co/(xn,Xm1sEV-n.m> ne .

① ✗→
xe E ⇒ sen è

di Cauchy

{ tic
an
,
ti
. dcxa.se) < cgttn > n, ⇒

dlxn.tn?fdcxn,x)+d(s*,zem) ¢ E Kym > n,

]

① zen DI
CAUCHY =) Nn È Lini

TATA



In generale possono
esistere succ . di Cauchy Non convergenti

EI E = Q seme
Q zen→

V2 c- Q È di Cauchy

Piaf E- IR
"

,
sen di

C
.
⇒ seria e

/R
"

.

D Xn Di C .
=) { sen}

,

È limitato

⇒ @ {nn} = { % . . ,In} FINITO

D' c.
←⇒ zen = f. Un abb

. grande =) sen → è ;

① {"un} Infinito ⇒ ] se
di
Accumulazione

⇒ 3- xnn-z.se =) ✗→×

↳
DI CAUCHY



Infatti E ] ne t.c.hn- ✗ mi < E V-n.ms ne

-7K
, T.c.li/nk-✗ I < [ ti K > 14

⇒ lxn-xlflxn-xq.lt /× - × / < LE tn > n
,"

ha

dove scelgo K > K, te . Ma> ne .

Defi si
dice che E É COMPLETI

se
tutte le sue . di Cauchy in E convergono _

OSI IR
"

È completo , non è completo ,

Esp . metrico compatto ⇒ E èanphtr



] CAMPI ORDINATI E completi ( IN QUESTO SENSO )
⇐ IR (es: Rise) )
PERÒ IR È l'unico

CAMPO ORDINATO
,
completo

E ARCHIMEDEO

UN ALTRO MODO PER COSTRUIRE IR È

IR : { rene
DI CAUCHY}}µ

{un} ~ { Yn}
se Ken- % ) ; .



EI E :(TG1)) :- { f :[0,1 / → IR continue}
spazio

vettoriale d (f
, g) = max /f- g) Distanza

[0,1]

⇒ E sp .

mettici completo ( va Dimostrato)

-



DÈI E sp .

vett . ( su /R) è NORMATI

se ] II. Il :[ → IR te .

① 11×1170 tre
E

① Arti = 0 ⇒ ✗ = 0

① 117×11=111 . Hall V7 c- IR exe /E

① Il ✗ +yllf
11×11+11×11 ×

,
YEE ( subnDDITNITA)

☒ E sp .

Nonnato È METRICO PONENDO dl? 9) =// ✗ - y / I



Defi E SP
.

NORMATO È UNO SPAZIO DI BANACH

SE
,

COME SP
.

METRICO
,
E È completo

.

IR
"

,

CIAD)
,

c' lk) con KSIR
"

compatto

Sono SPAZI DI BANACH .



SUCCESSIONI IN IR
,

LIMITE NOTEVOLE

ORDINI DI INFINITO .

CRITERIO DEL RAPPORTO : an > 0 9¥ g) * 70
"

⇒{×a⇒af✗ > 1 ⇒ On →
+ oo

SEGUE DAL
CONFRONTO DI an con (✗ ± {)

"

VERIFICA
E dal FATTO

CHE ✗

"

→ ° PER ✗ E [°
' peµ,

E se

"
-3 + oo PER × > 1

.



a
n
& a > 0

✗

÷
= CHI È" = µ :)! !

→ I < 1

⇒ xn→
0



✗
n

' §
.

a > 1 n ! . È 1<=1.2 .
- In - 1) in

1<=1

n ! → + a

↳
= :-< → ☐ ⇒ →

o

✗
n

④

quindi , per n grande ,✗
n

. :& →
0

{ n' « amen ! « ri )
✗ > 0

,
071



⑦
✗
n
. It
⇒

= =

✗
n

=

(nn)
"

" %-)"

È = È;]
' ! " dove

e. fin (1+1)%2,71 . . .
NUMERO DI NEPERO



VERIFICHINO CHE ( ttf)
"

convergere

propi Xn monotonia
,
CIOÈ ×

",
>
.

✗ntn

o ✗ nuff th ,

✗
n
LIMITATA ⇒ zen converge

-

{ Xn} HA UN PUNTO DI ACCUMULA
]
.

Dini

✗
n

CRESCENTE , l'unico PUNTO
DI ☐ cc . E siypxn

⇒ 3- sen
,

-3 ✗ = supzen ⇒ senz
×

VICEVERSA
,
nn
DECRESCENTE ⇒ zen → infzen

n



PROPi-xj.pt f)
"

È CRESCENTE E LIMITATA .

(IN PARTICOLARE CONVERGE Ad l > 2Mt

DÌ ② ✗
n

CRESCENTE .

n
n

✗
n

. [ (E) §. = [n.IT?;jf-i+IK--
0 1<=0

n

= 'È ::("all'⇒ -1
" = ! :.IE/i-i-n)



✗
no,

= È
⇒
iii. ÈÌI' -È > È :< i. III.÷)

"

iii.È = "
> E

1<=0

② ✗
n

LIMITATA ,
IN PART .

✗
n
< 3 tn

×; III. È:( ÷) < [ 1- < 1+2^27*-1=1 +ÌÌ
* o
K ! ① 1<=1 j:O

K :O

a-
Osservano CHE ① K ! } 2

""

V-kc.IN

{ ② È #"* = 1-× k$1
1<=0 f- ✗ ← DARkoRDAP



✗ns 11. È §; §
1 +

1- 1

2- <
1 + G- =3 .

j :O

1-{ ttn
.

RESTANO DA VEDERE ① e ① .

K ! > 2k
'

① : PER INDUZIONE

• 1<=1 171 ok

• K£2 supp . (K - 1) ! > 2
""

⇒

K ! 3- 2. (K - 1) ! 72.2
" ? 2
" '



② SEGUE DALLA FORMULA

a:b
" :( a-b) (anta

"
bta
"> Ìt

.
. _

+ b
"

)
= ( a- b) È a

"" ? }
"

K -- ⑤

PONENDO 9=1
,
b-_ ✗

.

055J DALLA DISUG . Xn < [ § , si HA

1<=0 .

n

e Elim [ % ,
È
"

Eff ; ,
IN REALTÀ si HA

h
K:O

Proprio FÉÉy





LIMITI DI SUCCESSIONI E FUNZIONI
nn

olim / 1 + f)
"

=
lim E II. ; §; II. ; * c- R

n -soo
K :O

h-70 DEF DEF
e -. 2,71 .- -

o

☒ Dell' uguaglianza e = [ 1
K !

1<=0

si può vedere
( va dimostrato) e ¢ ,

cioe
'
e =/ ftp.g.cz

per
criterio del rapportoo fin II. 0



• l.mx
"

"
!

× > O

n→ •⇐
an

'
=

. = ÷ :

n

Ix-⇒ lim TÈ :{ • a>e

0 xe (0
,

e)



VALE la FORMULA DI STIRLING PER n !

VA DIMOSTRATA
n ! ~ ton (f)

"

dove anni bn per
n -soo se Landry , 1

n bn

⇒ lime" ~
limitati = ta

h nn n



li
; YÈ, = In SÉ

"

;
P
,

Q polinomi

Pln) = È qn
"

1<=0

= % In
n

""

Qin) = Élan
"

Kw.agp.m.y.de
= { seg (%-)

ao
n >M

µ = M
i Tre( o N < M



INFATTI Pln) = % n

"

( 1 + È
.

"

II ¥.)
Qui = bnn

"

( i + ÈI È
,

fin)

bnnm
'

li
"

1 + E { %,tim ¥: finali
-

↳
O

n

"

n. E In Ì'→ o
÷



NEI LIMITI CONTA SOLO IL TERMINE

CHE VA A 00
PIÙ VELOCEMENTE

O A 0
PIÙ LENTAMENTE .

7
a > 0

① fino
0=1 0%1

a > 1
0% DECRESCENTE ah > 1 th

⇒ 3- limati . 1,1 e si ha a
'
> l ttn

a > l
"

"

tu ⇒ 1=1



ANALOGAMENTE ,
SE OE ( 0,1) ,

ah ÈCRESENTE , ahi 1 tu e
lima? 1

.

n

1-UTILIZZANDO la MONOTONIA
,
GLI STESSI

RISULTATI VALGONO PER LIMITI DI PUNZONI

IN PARTICOLARE Ù« a
"

« se

"

per
sesto

a> 0
a > 1

CIOÈ :



ma ÷ -0 fa > 0 a> 1
him

him =
O

tra > 1

a-sono piu) = È già
N > M

KSO

em YÈ, :{ÈÌ: "
"

acw.si :*
"

NLM
1<=0

f)
PARTE[ 0 INTERA D' ×

la] a

lml" :)
"

. e { ( + ÷;) < (1+1)=4+1:D
""

)
✗→a

te ! !



SIMBOLI DI LANDAU

NOTAZIONE UTILE NEI LIMITI

DEF: DATA fin) te .

I him fin) c- È
,
a. c-
È
,

rido-

& Piccolo

Dee .
↳ (f) PER sesso cone

l' INSIEME DELLE funzioni gcae)
t.c.fm II , 0

a-solo f-( ze)
( O UNA GENERICA Funzione )

l a-
•
= 0 fin) = se

'
a > 0

geo
/ f) o g--

off ) È una Furia ' NE CHE

VA A ZERO
PIÙ Rapido di set



IN PART . te? ☐ ( è ) se B > & .

SE INVECE sei +00 ⇒ se
?

☐( set ) se < ✗

IN PART .

Pcze) È un polinomio

N

Pisa) . [ aux
"

= quanto Isen ) per
a-sta

1<=0

Pin ) = a. +011) per
✗ →

0



Defi (f)
, per

se→ xo
,
È L' INSIEME DELLE Funzioni

+
g T.ci

] C > 0 e U int. Di No
0 GRANDE

t.e.lgih.cl?inY-Vac-U
se# %

IN PART . o (f) E 0 /f)

EI x
? (se

'

) per
se →
0 (⇒ P > a

{ penso ⇒ Pia
Pia) = ( an ) . quanto ( se

")

per suo



VALGONO LE SEGUENTI REGOLE

f. ☐ (g) = ☐ ( f. g)
• (f)Ng) .. Oleg)

• (f) .
☐ (g) = o / f-g)

• (f) + • È⑧ ) =
☐ ( molla

, lgl ))
0 / f) +01g) = 01 max ( 181,41 ) )

⇐ dà) . da" ) . ☐ ( se
'" )

• (a) + • (xd ) = { • (
ri ) per

x
-soo

o / xp ) per
a-> 0

→ B



oss.i-ft.lt) # f-
per anno

f+
gtolg)

~ § per→
si
,

fin ft . lim I
sessi

. gtolg ) se>↳ I



LIMITI DI FUNZIONI TRIGONOMETRICHE

s' c. IR
'

Rp S? / yyj.si?y?1l=fzeG:k-t.1}

\ LIP ) # lunghezza dell'arco
trainer

51



DEF

{ Pi} ; ist

É;!!
! "PÈI!- Pil

Pirlo)

Dato xe [921T) 3- t.PE S'

t.cl/P)=xflP)--(a.,y.)dt-t-iniM0sin(x)=xoEcosly)----Yo



ESTENDIAMO Sinti) e costi) D Funzioni

21T -

PERIODICHE su IR
,

CIOÈ since) = sin (7) Dove a. c- {0,2A )
p

DEF È T.C.se -2Gt 2kt

K£2

E LO STESSO PER Costa)
.



DEF.DLTERNPTNADEF.LAFUNZIONE li? IR → 5? { ZEE : 131 -1}
OMOMORFISMO di GRUPPI

DEF

⇒ asca)
! Re / e') sin / r) ! 'È:( ei

")

dove li
" È : ① L' omomorfismo di PERIODO

MINIMO(
con Imleei ) > 0

n o

② è: link ;-) # È
n-soo

P

LIMITE IN ①



DALLA DEFINIZIONE OTTENIAMO

him Sink) :O lim asca) =L

a-so se> 0

=) Sin (a) e costi) sono Funzioni CONTINUE

INFATTI sina.tl ) . Sinti) anch )
+ sin (b) ↳ (a)

→ Sinai)
ho

costretti) → asca)

↳ 0



SI HA INOLTRE

cioe sin (a) = setola)!÷i .
QUESTO SEGUE DALLE d)sua . sin (a) f

seitan /a) = Sit-in)
costa)

. [ I see {0
, )

↳
VA DIMOSTRATA

DIVIDENDO PER Sinti)È 1ns = i
s

Sinn
cosca)

borsa { ✗→ 0
1



CONSEGUENZE

tanto) -_ %{÷, =

setola )

Vjaz'atti
"
sincro)

It ↳ (a)

=

limt.ws?a)---yliml-ajfN-.1+cI
⇒ ☐ à ( sind"

se-30

= tinti:'-)
'

>÷à È
✗→ 0





LIMITI E FUNZIONI CONTINUATE

LIMITE DESTRO E SINISTRO

eh

f:[ → IR ESIR xopt.diacc.ch. E

t.im fin) = fin fine ) /
✗→ sei g

✗→*
. Entro

,
+ a)

LIMITE DESTRO

fin fin) =
fin fin) /

a-sai ,
a-sxn.tn/-qse .)

LIMITE SINISTRO



È lmf =L ⇒ V. Vint. del 7 E > 0

x-skja.c.flxeVV-xc-lx.pe.to)
b

INT .

DESTRO

DI NO

ANALOGAMENTE PER ✗ → sei

⇐ Se 3- limf :L ⇒ 7ham f. l
✗→ Ho 2ha?

Non È VERO IL VICEVERSA



fcx) =

sgn (a)
= {

1 se > 0

0 ✗ = 0

f- 1 ✗ < o

§ fin fin) ( f Non È cont. in a. 0)
a-so

] lim 7=1 fin f- = -1

a→È se-30
'



PARO P : se, ]
linfa) =L

±
e l' = lt

- sesse!

⇒ ] fim
fca )

.

se-37

III sia l l
: è µ Vint . die

t

(= PER DEFINI biowt)

JÉ te .

fine V tre (n .- E:X.) e
the High)

⇒ f- (a) e V the c- (7- {
,
se.to) i {%}

DOVE [ = min (É, Et ) .



PROPI; f :[ → IR monotona ,

cioè afy ⇒ fcx ) ffly) (CRESCENTE )
✗ { y =)

f- (a) 7 fly ) ( DECRESCENTE) ,

=) Volo ( DEVE ESSERE PUNTO di PC
'
. )

] lim fin ) = fix:) e

sua?

FCREK
.

⇒ f- (se;) } fcx;)

f DECRES . =) fasti fini )



DIY En ( 00,7) e si
, pt . di ACC .

di Én foga. )

⇒ seiswp
E

= limf = swpfla)f CRESCENTE ] fin
f /

x.sn:
see Enter)

x-M@EnfqndfDEcRESC.Jlimf= inf f- (a)
a-Mi ✗ € Entrano)

LA STESSA COSA SI HA PER fin fin )
nani



DISCONTINUITÀ DI f

f :[ → IR dise / f) :{ rette .

f NON È cowt.in se}

2. e disc /f) ① f HA UNA disc
.

ELIMINABILE

SE 3- limf =/ fin.)
aereo

fin) = {
1 ✗ = 0

o se -1-0

① f HA UNA disc
.

A SALTO ( PRIMA SPECIE )
se ] lim fin> =L

"
ma l'Ìl

'

✗→XÈ Oss : LE f MONOTONE

E fise) = sgnlze ) HANNO SOLO DIS . ASPLTO



⑨ f HA UNA DISC . di
SPECIE SE

] fin f , l'
=

c-
Itto
,

l'ÌÉ E ALMENO UNO DEI

☒→x? Due È ± A

ES : fpe) = {
0 2=0

egexto
him f- = ±
sesse;

④ f HA UNA disc . Di ☒ SPECIE

SE $ limf o $ limf
a-sx!x-sx.ES

"

fpe, , { 0
" 0

← i:) " .
µ



EI
@ fca) = ✗ = { 1 "€ FUNZIONE di

0 k¢ d)

RKH-LEE-tdi.sc(f) = IR e NON ESISTE NESSUN LIMITE

① f- (a) = { %
← PGE ,

Ip, g) =p

0 ✗¢9

TUTTE LE DISC .

SONO ELIMINABILI

E disc (f) = Jee Ri Devo
VEDERE CHE lim F- 0

x-sxaa-ifNJ-ST.c.fi- Fà n / % : g.in/=--0=-ka)s1nV-xe(E-S,x-+s)



① ] f : IR» IR
CRESCENTE E disc

. Solo su ☒

( LE DISC . Sono
TUTTE A SALTO )

fla) = § {n Xp, ) ,

✗ in =

1 × > In

tanto ) { 0 ✗ Eqn

☒ = { Then
f- CRESCENTE 04 fca) E [ {n =L ta

h

disc /f) =



0¥ f MONOTONA ⇒ disc /f) È NUMERABILE .

INFATTI SIA f :[ → IR CRESCENTE E

siano ×
>
< ser 4,7 ,

C- E

⇒ [ [ fai )
- Fbi)) f fu!- flag ) < ta

xe discinta .ae,] f'"

÷.

→
1

⇒ disistima
]

""ÈÉ
È NUMERABILE



ABBIAMO USATO :

[ di < +00

ii. I

⇒ ] È FINITO ☒ NUMERABILE
ai> 0

Vie ]

INFATTI I = VI [ = { i T.ca ; > IN }NGIN
N

JNSÌNTI

% / Il < [ 9- E [ 9- < +• ⇒ IIN / < + a YN
ii. In ie]

⇒ ] È NUMERABILE



Defi f :[ → AR se
,

PT
.

Di Acc. Di
È

DICIAMO CHE f HA LIMITE SUPERIORE IN 2g

UGUALE A lf /R
,
E SCRIVIAMO limsnpflae ) -- f ,

xisog

SE / = - a ⇒ linfa) = - so
se> No

{ f- + • ⇒ 77 -7 " .

link"" + °
n

le /R ⇒ ]xn-sx.t.c.l-nmfixt.lt/EDUINi.Disgt.C.f(x)&ftE-Vsee-U



DEF
.
ANALOGA PER liminff

a-sa.

SI HA :

V-x.EE PT
.
Di Acc. 7 liminff e limswpf

✗→ og sera
,

limswpf = inf sup fin) }
x-szguiwt.biz xeuifog}

fla) = liminf }
7 swp

inf
U segui /no} se → se,



OSS : f HA UNITE IN 7 ⇒ liminff = limswpf
se-32

, se-32
,

% DATE f
, g si HA

limswp +g) E limswpf + limswpg
✗→2

,
a→%

✗→ no

liminf f- g) 7 liminff + liminfg
✗→ da sei>% ✗→ xp

linswp (f) =
_ limiff

✗→ Ho ✗→ No



ai

"

limswp On = 1 > liminf a. = -1
n n

bn = (d)
""

antbns 0

0 = limswp (antbn ) < limswpo , + limswpbn = 2

n
n h

Dt f :[ → IR x.EE

Ok (f) ( ag) = {
0 % È ISOLATO

limswpf _ liminff 70 a. ÈPT . di Dcc .
se→ Ko x-32

,



0 osc / f) ( ad > 0 ⇐ zedo.sc/f)

µ
En :{ * c- d-self ) : ok /f) (a)disc / f) = UEN

L

QUESTI INSIEMI En SOHO CHIUSI (DA VERIFICARE )

⇒ disc (f) È UNIONE Non ERABILE di INSIEMI CHIUSI

( NON TUTTI I SOTTOINSIEMI DI IR

HANNO QUESTA PROPRIETÀ )



domanda : If : IR» IR te
.

dise /f) =/Ri

NO
,

PERCHÉ IR ' ☒ Non si SCRIVONO

COME U NUM
.
DI CHIUSI

.

INFATTI
,

SE 1171 = U En En CHIUSI
n

AVREI int ( En ) E. inflitti ) -_ ¢ tn

=) AGGIUNGENDO
I PUNTI RAZIONALI

AVREI CHE ☒ = VI Fn CHIUSO
,

int /FÉ ) :&
.

n



tteoRENACBAIREESP.ME/-RlcoconPLEt0
,

[ c- E CHIUSI A PARTE INTERNA VUOTA
,

F- YI ⇒ intlf) - ¢

IN PARTICOLARE F # E





FUNZIOWICONTINUÈ y : fa )

TEOREMA DEGLI ZERI :
,

f :[ 9 , b) → IR CONTINUA

f- (a) . -9lb) < 0 ( SEGNI opposti)
⇒ Isee (gb) T.c.fm.)

-0
.

DII SUPP .

fla ) < 0 e sia xo : sup {
oltre

.

fin) £0 }
.

⇒ fino> = 0 .

INFATTI
,
SE FOSSE fine ) < 0 ] E te .

fcx ) < O IN [Roiate ) ASSURDO .



ANALOGAMENTE , fino) > o =) fin) > O IN µ- E, %]
ASSURDO

.

Cory ( VALORI INTERMEDI) :

f :[a)b) → IR continua ⇒

① fila ,b)) ? [
min /finito))

,

maa / fin ,f(b)) )

④ f / [a , b)) = [ min fin ) ,
max
fla) )

Lab] la ,b]



GENERALIZZAZIONE

☐El E SP .
METRICO ( VA BENE TOPOLOGICO ) È :

SCONNESSO SE ] ABE E APERTI Non vuoti

i. e
.

ANB - ¢ e E- = AUB

TÌ SE NON È SCONNESSO

TÉLÉ se tu
, y

ÈÈ "c-

fla) - se , o
/b) =p



⇐ E :& IR ⇒

E CONNESSO ⇐
È CONNESSO PER ARCH )

⇐ E INTERVALLO
,
SEMIRETTA o IR

⇒ [ SIR
"

convesso
,

CIOÈ

V' ×
, ye
E Ky] = { 7×+11- a) y : belga) / c- E

,

CONNESSO PER ARCHI
.



Tej: f : E → F CONTINUA
,

E
,

F SPAZI METRICI

④ [ CONNESSO ⇒ f- (E) CONNESSO

⑦ E CONNESSO PER ARCHI =) f. (t) Cann . PER ARCHI

DI① SUPP .

f / E) SCONNESSO
,
CIOÈ

f. (E) E HUB D
,

B. APERTI IN F

flt) ND -1-01 ,
fltn B #§

⇒ E = f-
'

(A) ✓ f-
'

(B) ⇒ E sconnesso

P →
ASSURDO

APERTO



② E CONN .

PER ARCHI
,

c- f- (E)
,
SIANO se

,
# E t.ciY

,
/ 42

Y; fini) e Yifter) ⇒ 38:[ 0,1] → E cont.

✗ ( o)
- oh

,
☒ 1) = 2

,
=)

3J :[a. 1) →NE) Fit) - f /Ht)) cont.

Jlo) = Y
,

Jh) - y
,

⇒ flt) CONN
. PER ARCHI



PRY E CONN PER ARCHI =) E CONNESSO

Dig SUPP E sconnesso
,

E , DUB

E SIAWO
RED

,
YEB E y

:[ 0,1] → E canto

con flo) = se ce gli)=y .

⇒ ✗ ( [ a. b) = HUB
= E

⇒ ✗ ( [0,13) È
SCONNESSO

ASSURDO POICHÉ [0,1] È CONNESSO E ✗
È cont.



SONO EQUIVALENTI ?

% E convesso ⇒ { E Conn . PER ARCHI

E CONNESSO

PROPo-E-E.IR
"

APERTO CONNESSO

⇒ E CONNESSO PER ARCHI

DI xe
È A :{ yet te . 78 :[0,1) → E cont. }

ftp..ae , j( 1) =p

⇒ A APERTO

Brin) SE



E) A APERTO =) E = A u (Erat) CONNESSO

=) EIA = } ⇒ E CONN
.
PER ARCHI

.

ESEMPIO : ] ( s /È COMPATTO

T.CC
CONNESSO MA NON PER ARCHI

c. { tesina)) : xeths.tv/UHD).#.iyH1p--y=sinlfe )
SEGMENTO
VERTICALE



] f :/R -3 /R CHE MANDANO connessi f- INTERVALLI)
IN CONNESSI MA NON Sono CONTINUE

MA LE

È fin) = { Sint
!) x # O

0 ✗ =

←
DISCONTINUITÀ
SONO SOLO DI

QUESTO TIPO

TEO : f :[ → F CONT
.

,

E SP
>
METRICO COMPATTO

-

⇒ f (E) compatto .

DI yn succ .
in
flt)

,
renette . flan) - Yn

E cpt ⇒ Jae
,
→ reti ⇒ ynpiflxn,) → f- (a) fflt)

( fcont .) cioè f- (E) Éconp .



cari (WEIERSTDSS )

f :[ → IR cont. E comp . =)

f Annette MAX E MIN
.

DI : f (f)
SIR con PATTO ⇒ CHIUSO E LIMITATO

⇒ infflb) - mà.nl/t)=minf
E

swpf /E) = naxflt) = maaf .

E
p ✗ 70

0¥ NON È VERO VICEVERSA f- (a) = sgnlze)
-
_ { o se --0

- I ✗< 0



ESERCIZIO-i.fi/R-IR CHE NANDA CONNESSI IN CONNESSI

E COMPATTI IN COMPATTI =) f continua

Tl f : [ → IR continua
,

I INTERVALLO

f È INVERTIBILE ( cioè INIETTIVA )

⑤ f È STRETT . MONOTONA ( CRESCENTE 0)
,DECRESC .

⇒ serve I ""
" ""°

a b e d



DI f STR . MONOTONA ⇒ f INIETTIVA .

f- INIETTIVA E ( PER ASSURDO) NON STR
.

MONOTONA

] xsy < 2- ET te .

a

,

1
.

f- (a) < fly) e flz) < fly ) .
Il

i-Ii
x y

7

oppure
&

fin) > fly ) e
FH) > 819 ) ; ;

I •

È
a y z



CONSIDERIAMO IL PARI no CASO µ

( l'ALTRO È ANALOGO ) ;
- |. - ;
li

posso SUPPORRE

fla) < fa ) < fly )

( il caso f- (7) < fla) < fly ) È ANALOGO) .

PER IL TEO VALORI INTERMEDI

f-( [ogy ]) ? (fla) , fly)] ] flz) ⇒ 3- ÉE (7) te.

f / 7) = fcz ' ) ⇒ f. NON È INIETTIVA ASSURDO



COI f :[ → IR CONT
.
E INVERTIBILE

,

] INTERVALLO

⇒ f-
"

continua .

DI ' f /NVERT =)
f STR

.

MONOTONA =)

f? fl ]) → ] STRETT . monotoni ⇒ f-
I

¥
-
-

f-
/
PUÒ AVERE SOLO

DISC
. A SALTO

,ÈÈ:
se c'È UNA DISCONT, A

SALTO =)

fl] )
ff]) =] NON È CONNESSO

,
ASSURDO .



cari arcsinlx) : = finta) ) È cont
.

c- E.E]
)
"

( E STRETT _

'

☒\ CRESCENTE )

ancor (a)÷ ( asca) /
g, ,g
)
"

È cont.

login ) = (a
" )
"

È cont .

Netan / a) = (tonia) /
"

, ;-) )
È cont

.





SERIÈ
UNA SERIE È UNA

sonndt-ORNALL.nl
ELEMENTI DI UNO SP . VETTORIALE METRICO Ù

+ 00

( TIPICAMENTE
IR o E) g-

< sen

n
- ho

LE
QUANTITÀ

N

Sn = [ zen c- Ù SI DICONO Sonne PARZIALI

n'- ho

N ? no



DEF :

LA SERIE CONVERGE A ✗ e ✓

⇐ sn → se PER
N → io

Nel caso
✓= R DISTINGUIAMO 3 comportamenti

o serie
CONVERGENTE ⇒ Sn → KEIR ,

µ → +a

① serie DIVERGENTE A ± Su → ± ,

N → + a

① SERIE NON CONVERGENTE



OSI V. E
,
[xn xè antibnec

LA SERIE
CONVERGE in [

⇒ CONVERGONO [ On ,
[ bn in

IR

E NEL CASO SI HA { da = [anti
[ bn

1-
|
D' ORA IN Poi FISSIAMO f- IR



[ § SERIE ARMONICA

NEIN

(a> 0) SERIE ARMONICA

[ I GENERALI >TATA

HEIN

[ se
"

SERIE GEOMETRICA

ne IN

see /R Fissato



DUE DOMANDE :

① LA SERIE
CONVERGE ? ( CRITERI GENERALI )

② A QUANTO
CONVERGE ? ( + DIFFICILE )

PRI [ sen Conv . ⇒ {SN} converte ⇒ { Di Cauchy
N

M

(CRITERIOMauch ) (⇒ YET.net.cn/Exn/=/srif/Tjn=Nt1V-N,M7nc
.



È ÌL fissiamo
KEIN E

2
"

2
"

noi

consideriamo Sgi {← ,

' [ f- > [ È
2
"

i
2%1

= :(si:S
"

) ;
⇒ Sn NON È di Cauchy

DATO CHE § È

⇒ [ § NON CONVERGE =) CRESCENTE

nei
" " II.sn#If



[ Rn SI DICE A Ttrnhntpositivlo

SE 2m70
h
,

CIOÈ SN È CRESCENTE ,

⇒ DUE SOLE
POSSIBILITÀ :

① Si È limitata
e [ sen = Swp §, EIR

n N

② Su → +00 E [ zen
= too

n



PRI ( cond. NECESSARIA)

Essi SEIR ⇒ { → Se
IR

n
N

⇒ xn.sn- Sn . , ] 5-5=0 .

[ (1)
"

non converge

n



00

EI [ ze
"

SERIE GEOMETRICA

h :O

N NTL se> 1

{ = Ex
"

= { tx a -1-1
n > 0

1- se

SAPPIAMO CHE sen → O SE la/ < 1

{ sen → + so se a >
1

zennowcowv . Se sei -1

{ è -1 SE se :L



OTTENIAMO CHE

RIESCO A

ao 12141 TROVARE la

Ex
"
. 1-

SONDA DELLA
1-a

n :O SERIE

+ 00

[ se
"
- + so

se 71

n:O

+ 00

[ se
" NON Conv . ✗ f-1

h - o



te (SERIE TELESCOPICHE)
Qq succ .

CONVERGENTE
, qn→ a c- IR

[ Cintia) = a -0 .
n - 0

Sia,-7,9=19-7+9%9,5; fai ?-¢
. .. { = anni ?→ a- a

.

N → + co



Ti ftp.on-sa-0
00

00

[ timioh)= [ (÷, - = E = -1

n - 0 nso
non (a) (ndr)

CIOÈ
co

[ e-- = 2¥ ,
-1

a. o
liti ) (

ntl) ] nel

CAMBIO DI INDICE



CRITERI DI CONVERGENZA

PER SERIE A TERMINI POSITIVI

Prati (confronto)
☒ n ? no ( DEFINITIVAMENTE)fan E In

00
IN n

a

① [ sen - t - ⇒ [ yn
-

- to

N
- O

h:O

00
00

① [ ynstoo ⇒ [ aneto .

n- O µ
= 0



DI . tfxnsyn Trish
.

N

Sa . Èxn
,
% . [ In

n'- 0 h=0

SONO SUCC .
CRESCENTI PER

N ? no
,

quindi o
CONVERGONO

0 DIVERGONO A +00

,

E SI HA

S -SEI -T
N

-

no no .



⇐ [ fi = 1 + Èn.in# ⇐ 1- + [ 1- • 2

n'-1 hai nlntt)

"

a1- e
1-

(nti)
'

n.fm)

CIOÈ [fa CONVERGE A SE ( 1,2)

A Quanto
converse ? ( %)



Efa 4>9
hai

4=1 DIVERGE A +00

✗=L CONVERGE a

① a > 2 n
"
> ri

, f. < fa FI <
+ •

00

① ✗ ¢1 n' < n
, fa > In ⇒ [ fa - +•

CFR
ns )

( COSA SUCCEDE PER ✗ E ( 1,2) ?



PRI ( CRITERIO DI CONDENSAZIONE)

✗
n
? 0 ,

Tu
,
E zen

a
00 K

⇒
[ sen < + • (⇒ [ 2.kgkns.no

Kiko

¢0 > no)
"



APPLICAZIONEfa < +• ⇐ § 2
"

È, < + soK

j %!E-riso
K

[ 2
"

× È
= [ È < + oo

☒
K

⇐ £. < 1 ⇒ È> 1 ⇒



O

login)? /login]
"

⇐ tese

nje ~ In penn
-
sto

PER CONDENSAZIONE

Età " - ⇒ E;É⇒:# ÌÉ
⇒ I



Ding 00

[ an = se
,
+ [ y

h = 1 1<=0
K

21<+1

y = Zorn
,
senti xn ⇒ {(

"

{ -2%2×+19*+2
"

✗
zk

K 271

PER CONFRONTO [ y
,

Conv . ⇒

[ 2
"

alza
conti _





CRITERIO DEL CONFRONTO ASINTOTICO

On >
0
,
bn > 0

annbn per n
-> + oo

,

cioè limon =L
"

bn

ALLORA [ an < + o ⇒ [ bn
.

h

Dini PER { > 0 3- ne T.c.li - E) bn.com + E) bn

Un > ne .

PER IL CONFRONTO

SEGUE LA TESI .



055 : È SUFF
.

CHE ] C
,
( > 0 T.ci

e £ 01 < [ Un SUFF
.
GRANDE

,

bn

CIOÈ CHE

Osliminf In slimsnp In < + o .

n
"



Ester: sin (a) ~ se per se→ 0

① sin' (f) = { sin (f)[ fa, per n → •

00

[ sin' (fin) < + o ⇒ [ fra # to ✗ ⇒ {
ns 1 nst

② [È .tn/.fn+ttrn)
n t.it + rn"

II
= [ 1-



Futuri ⇒ Ètà # Irn

[ Enti - Tn) ~ [ § = to

t n

SI COMPORTA
COME

③ [ 4h - 1) ~ [ f.⑤o la
"

- 1) ~ (liga) .ae

noi per se
→ 0's.im

a> o a!
"

va → 1

h→ oo



④ E Yi (= e
"

) x > o

n = O

in ! ~ join F. ~ FÉE; - (E)
IN PART . II < {n per n suff . grande

⇒ [ È < + a
the > 0

.

n



CRITERI DEL RAPPORTO E DELLA RADICE

( CFR CON LA SERIE GEOMETRICA )

RAPPORTO : an >
0 Un

① G÷ fr < 1 DEFINT . IN n

⇒ [ an < +

con

① %;- ¥1
DEF

.

in n ⇒ an -40
[ On - ta
n



"

② oj-ns.net per n > no

②
note

& ✓ Oh
,

1 ln.tk?tkQno msn.tk

h- ha

0ns r an
.

> ¢;-) .ir
" V-ns.no

[ r
"

foto =) [ ↳ < +00
.

n (FR)
"

② OVVIO
.



☒ se ] linm °

:& = r ⇒

r <1 ⇒ con < + a

n

r > 1 ⇒ E an - +con
v. 1 +

! Va > 0aifa %÷=q → 1



Radice an? O ltn

!
"

fai < r < 1 DEF
.
in n ⇒ [ ansia

①
"

fai ? 1 ⇒ 9m71 DEF . in n =D [ an = + oo

In part . se 3- limiti = r ⇒ ✓ <1 ⇒ [ a. < + a

{ r > 1 ⇒ [ a.sto
✓=L ⇒+

DI ③
"

toner V-ns.no

⇒ anir
"

V-ns.no ⇒ Er
"

< + • SA [ a. < + oo
n

n



PRODUTTORIE

TÈ possiamo chiederci se

" " Fan = lim Ìa)converge
DEF . N -soo

(=L
vi.

1

N

DOVE [ On = Dio; -
- - %; 9N .

PRI Myton) anzo
CONVERGE

n

⇐ [ nn CONVERGE .



dln.IT (+ an ) = (1+9) (1+9) + . .
. (1+9)

1

= 1 + È ? + È aio ; + E ai 9. On . . . +È an
i < j iy.sk

N

7 1 + fan
a N

⇒ INa) =L; Ikon) >
1 + [ 'n



QUINDI [ gita ⇒ È ( ton) = + oro
,

1

VOGLIO OTTENERE L'ALTRA IMPLICAZIONE
.

N

log ( +a) = [ by Han) < con
1

'

(è? +a)
⇐ log / ii.a) E ☒

se :O y
00

N

⇒ 11-(1+4) < EÌ
?

I ⇒ limitata) E. È
"

Non
1

00

Quindi [asta ⇒ ✗+an) < +00
NEI



ossi 1T ( 1 + fa) < + so ⇒ a > 1
n

00

Tiri ~ [ Yn - 1) ~ [ by ⇐ + o

n : 1 n
n n

in -1 =
età? , =

età
- 1 - login > &

e
"
- [ ~ se per a-

☒ 0 (n >2)



tSEnP 2 =p
,

< p
,

<
.
_ pii

NUMERI Pmn '

ÌL = ITÌI
A- 1 i

iHE1@PiKNn-.fTpnKsMolteplicità di pi
,

1<=1 ik

NEI =/ 1+{+1%+12} :-) . / ' + ft }È .
.) . - ftp.tf.it)

i k Pi
"

si comportaconto
+ •Ef = ! :&

.

.ftp.?I-1~Fp?i--1=EEa.n--
1

i



Quindi

§ &. ~ [ ÷, ~ [ In -

- to

h

PIÙ IN GENERALE
,
DATO 4 > 0

,

[ 1
n
no

< +00 ⇐ a > 1
i Pii

~ [ 1



Esente ¥ hg / (f)
"

.tk/=nhgn-n+fbgKnn)~nhgn-
✗ > 0

[bgt ~ [ nbgrt = [ hg÷, ⇒
n
n
✗

n n
×

n

< + oo ✗ ☒ 2

{È:{ + • ✗è



✗ > 0 qn? giù
o

E.¥
✗71 ⇒ n' = n - n

"

> n ⇒ 2
"
, 2
"

⇒ Età < Es
zn

= 2

✗ c- ( 0,1) È vero CHE § < In, DEE Inn ?



CIOÈ 2
"
"

> h
"

DEF
.

CIOÈ
,

PASSANDO
AI LOGARITMI

hg ( 2
") . vi. (by ) > 2 hgn DEF

.

CIOÈ NÈ > ¥, DEE ? sì dato

CHE fin = +00

non bgn Ha > 0 .





SERIE A TERMINI GENERALI

DE È.am
,
anello E ,

n'- no

! CONVERGE SEMPLICEMENTE SE

N

LA SUCCESSIONE §, = [ an converge
PER N → •

Animo

① CONVERGE ASSOLUTAMENTE SE

00

LA SERIE A TERMINI Positivi [ Ion ) CONVERGE

h ' ho



PRÈ [ an Conv
.

ASSOLUTAMENTE

⇒ CONV . SEMPLICEMENTE

DI: PER IL CRIT . DI
CAUCHY

① Eon Conv . SENPL .
⇒ VE ] Nate .

M

[ an / SEV-N.tt?NeIn=N
② [ an con .ir . Ass

.

⇐ te ] Ne
'

te
.

È / ante E
+ YM > Noi .

non



PER DIS . TRIANGOLARE

M
M

UN ,M > Ne
'

/ [ onis [ tant te
nsn new P

PER IPOTESI

=) [ On Conv ,
SEMPLICEMENTE .

0 NON VALE IL VICEVERSA :

[C Conv .
SEMPLICEMENTE MA NON

n -1
n assolutamente )

INFATTI È /'
"

/ = [ In = +00
.



0¥ posso GUARDARE la Conv . Di [ton )

A CUI POSSO APPLICARE

CONFRONTO ,
RAPPORTO

,

RADICE

CRITERIODILEIBNIZ.SI
A an ? 0 , Onu fan DEF

.

E an -30 penti -300

ALLORA la SERIE A SEGNI ALTERNI

[ (1)
"

an CONVERGE ( SEMPLICEMENTE )
/

nsnao



DIN
.

S SUPP
. no ⑦ARI

-

G.
• '
""

\.jp#-- ( n
,

DISPARI SI

p.fi :] . E,> in nodo sin' le)
,

l

'i-iii.ie
no It' Motl

È UNA succ . DECRESCENTE
IN [ } Potei

> E

'

s
not 2K on ÈDECRFSC .

{ 1- 21<+1
È " " CRESCENTE IN

INOLTRE SONO LIMITATE , INFATTI

S
S e

↳+«
Èsn.tk?1not2K7Snhot1



Sn
,«
→ f K -3 tuo

{+2kt,→ l
'

K→ + oo

PERÒ SI HA annata = | sina.znu-sn.tn / → Il - l' |
sto

per K-300

PER IPOTESI
g

⇒ f. =L
/
e { (1)

"

on CONVERGE
A l

.



Sanno PER PARTI DI UNA SERIE PRODOTTO

di
,
bi succ . In IR o E

M M

[ alibi = [ Coi -9in ) Bi + 9mmBm - TINA
i. N i. N ÷

i TERMINI DI BORDO
"

Bis Ib ,
ti N

,

M > no
E- ho

CAMBIODI . bi-Bi-Bi.pt/i indici

M M
M b M

M"

[ oibi :[ a :B ;
- [ a :B ; . ,

= [ a:B ; - [7.Bi
=

i.N -1

i. N M
i > N ii.N i.N

[ (ai -0in) Bi - OINBN -1 + 0mi.tt?sm.=i-.N



CRITERIO DI DIRICHLET

an
,
bn in IR o ¢

① an → O PER n -soo

② an HA VARIAZ. LIMITATA ,
CIOÈ [ loro,-9, / < +con

N

③ Bin - [ bn allora / BN / FC
FN

nsh
,

no

⇒ [ anbu converge ( SEMPLICEMENTE)
ne ho



SE ancor ⇒

%: ② PUÒ ESSERE SOSTITUITA CON

② On monotono ,

INFATTI SE 0h È MONOTONA E LIMITATA

SI HA

N
- 9

Elon
"

- an / = / Élan" - an) / =/ %" n
.

/ < C
A. ho

nsno

tu
o

E [ tantino/ = / limon - an
. / < +00 ,

ns no



PRENDENDO bn - (D
"

DIRICHLET

ESTENDE LEIBNIZ
.

DY PER Cauchy DEVO VERIFICARE CHE

M

YEJN
, t.ci/Eanbn/fE-VN,MzNe.n=N

PER LA SONDA PER PARTI ,
ABBIAMO

/ [ anbn / =/ È Kian.DE#am+.Bm-?vBN-il
N M

non

< [ lariani.it/BnI+Iam.,l-lBnI+lgl-/Bn.,/f



E [ ( Eloisa ,
/ + Ian
,
/ + Mn ) ) ⇐ 3 E

non

SE PRENDO N
,

M > NE DOVE NE È te .

M

[ lariani , / E § ( 0K PERCHÉ [ 1%-9+11<+00)
n

n-- N

e Ian / EE tn > Ne ( 0k PERCHÉ g.→ 0 ) .



VARIANTE : CRITERIO DI ABER

an
,

bn IN IR o E te
.

( =) an converse)! Qn HA VAR
.

LIMITATA

② [ b , CONVERGE ,
cioe
' Bn È CONVERGENTE

=) [ anton
CONVERGE .

D VARIANTE DELLA PRECEDENTE



①SS : [ lariana / < to =) 9
,

È DI CAUCHY

=) Q
,
CONVERGE

INFATTI

M -11 M - I

1%-2/ =/ [ Ariani.) / + [ lariani , / EEnsn NAM

SE IYM > Ne



SERIE DI POTENZE COMPLESSE

[ anz
"

2- c- E

9nF C

SERIE DI POTENZE IN [

DOMANDA : PER QUALI 2- e € CONVERGE ?

VEDIAMO la CONV . ASSOLUTA
,

CIOÈ GUARDO

{ Ioni . /ZI
"

CRITERIO DELLA RADICE =) LA SERIE CONVERGE se



se limtanl.AT ⇐ 1h limitante 1
n n

VA BENE SE lzl < R 1- ( RPGC
10

)D" limswpnfnj
Di Conv .

(osservano che se ando ⇒ R > 1)
§ HON CONV

VICEVERSA SE ftp.limsnpfi > 1
I /

⇒ limswp / 2-
"

an ) > 1
n

⇒ znon -40 e Canè:L
.



RICAPITOLANDO

17 / < R ⇒ CONV . DSS
.

171 > R ⇒ NON Conv
. ( anz" -130 )

FIN QUI NON SERVE NESSUNA IPOTESI DI ①
µ .

COSA SUCCEDE PER 12-1=17 ?

APPLICO DIRICHLET



[ anzi . [ (anti) /È)
"

n n

OSSERVIAMO CHE SE 12-1=1-13 e 2- =/ R

B: È
"

=
il:)

""

HO CHE

n - 0 È
IBN / < È,

( ii. I :|
""

) < 2- tu
li -È /



QUINDI SE |OnÈ→0EDHAVARL1niTATD__
OTTENGO CHE [ qnz

" converge ( PER Difficult)

fa con lzl - R
,

2-* R
.

Il caso 2- = R VA Visto A PARTE .

05-5; R SI DICE RAGGIO di Conv _

DELLA SERIE DI POTENZE



Esempio [ ¥
nsn

,
n

a- %
"

fai. 1- A- limita
.

-1

È RAGGIO DI CONV .

12-1<1 ⇒ conv
.

ASSOLUTA

171 > 1 ⇒ È # 0 ⇒ La SERIE NON CONV
.

'

⇒ 1%1--1%1=1 I
Z#1 nano

= l' ¥



INOLTRE In → 0 Ed È MONOTONA

⇒ HA VAR . LIMITATA

⇒ PER DI RICHIE [ È CONVERGE ( N°
"

PSSOLUT)
V7 te. 171--1,71=1

[ { = +A NON conti .





ESEMPIO ( SERIE DI FOURIER )
-

[ ansinlnx) , [ anaslnx)
XEIR

FISSATO

SI PUÒ APPLICARE DIRICHLET

con bnssin.mx) o bn - coslnx )

SE 0h È INFINITESIMA
E HA VDR . LIMITATA

VA
VERIFICATO
N UN (e lo STESSO PER)/ [ sinlnx) / s (

n
-
- o cos ( nnx )



OSSERVIAMO CHE è
"?
↳ (nx) + i sinfnx)

Quindi sinlnx ) = In lei
")
,

costa) = Re ( ein
")

N

[ sinlnx) = In Èfe")
"

riso L
in :O

z ,
12-1=1

:{
In se seiko

,
ke

0 se se = 2kt



✗ f- 2kt/ Èsinlni) ) &
|1

" " HN

N YN
[ sin (214/1)=0
n'0

⇒ LA SERIE
CONVERGE

se

NEL CASO [ Onan (mt) HO
,
ALLO STESSO MODO

,

CONVERGENZA
set 2kt

,

invece per
2--21<17

DEVO STUDIARE LA SÉRIE [ On



SERIE DI POTENZE

a

[ Cnf - za)
"

cnet.tn
h :O

zag [
" centro

"

DELLA

SERIE

] RE ↳ + co] RAGGIO DI CONVERGENZA

n
(c-µ, la Conv

. f- +00, +1g
-0)1- = limswpltknt

R

t.cn .
La SERIE Conv .

PSS
.

SE /z -za) < R
CERCHIO DI

CONVERGENZA

E NON Conv . SE 12--7.1 > R



LA Conv . AL BORDO
,
CIOÈ PER / 7- Z

,/ =p,

SI STUDIA COL CRITERIO DI DIRICHLET

O COL CRIT , DELLA CONV . ASSOLUTA .

IN OGNI CASO È DEF.

00

tze Balzo) :{ z :/ 7- zo / < R}f- (7) = [ Cnf- za)
"

n:O

PRIP: f È continua
su Betto) .



Diri Iii )

SIA 7- 6 Brito)

VOGLIO VEDERE CHE

BR '")
f È cont . In Ì .

sia § T.ci?li)sBplzo) , cioe
'

II.zdts < R

ttze Bgti) [ crlz
-7
.)
"

conti . ossa
.
A flz)

INOLTRE TALE Conv . È UNIFORMI IN 76 Bg/I )



N
Infatti

| fa , - [ ↳ (t - to)
" ) =

NO RI
co so

=/ [ Già:)
"

/ < [ knim-Y.IE ÌIGIIÈÉÌÌS)
"

Ntt Ntt Ntt

nodo
0

N

NI I poltroni {G.) = [ cnlz.to)
"

b- O

CONVERGONO
UNIFORMEMENTE A

-97 )

IN OGNI CERCHIO Bp, (E.) cav
R' l' R .



ORA STIMIAMO

/ fa) -RI) / = / Snia) -5µW + fla) - fidi.fi) -fi» )
i / Swiz) -{(E) / + / fin

- sina.tt/- È ) - {ci )/

FISSO E > 0
E SCHEGO Ne

T.ca/fczM-{ (È / < E UN > N
, .

Lo Posso FARE

z'EBGCI ) PER LA Conv . UNIFORME

FISSATO TALE N
, { (z) È CONTINUA , =) Isg

TALE CHE



/ Snia) - {(E) / < E se ZEBGCI )
{

PER TALE fa HO QUINDI

/ flz) - KI) / < 3C V-zeBs.CI)
E

⇒ f È CONTINUA IN 7
.

con LA STESSA Din . HO CHE

f È UNIF. continua
in BRI! ) trkp .

Non È DETTO CHE LO SIA IN BRIZD .



RIORDINARE WTI

DEF : LA SERIE NÉ b, È UN RIORDINAMENTO

-

o

Di [ on se Jf://V-st.IN bigeltiva
ME o

T.C .
bn ' ①

fin)
.

Doriana
: SE [On CONV

.
COSA POSSO DIRE

Di Ebn?



TEI [ On Conv . ASSOLUTAMENTE A S

⇒ [ bn con . ASSOLUTAMENTE
,

SEMPRE A 5
.

Dirà bn : qq.in, f. IN → IN BIGETTND

f-New 3-MIN TALE CHE

{ 4,9 .
.
- an } c- { be

.
. _ bm}

FISSO NIM E GUARDO LA DIFF . DELLE SONDE PARZIALI

oo

/ È
"

(an- bn) / 42 [ Ioni E SE NÈABB . GRANDE .

Ntt



IN GENERALE NON È VERO SE [an CONV . SENPLIC .

MA NON ASSOL .

SIA SÌ [ maxcan
,
) e [9+00]

5- = -[ min (anp) e [9+0]

OSSERVANO CHE [ On Conv . DSSOL .⑤ È < +00

E LA Sanna È 5=5+-5
_

Propi [ an Conv
.
SEMPL

.

NON ASSOL . (Quindi S! SÌ + ao)
⇒ Se [ co, a] ] UN RIORDINAMENTO

bn - • fin ) te .

[ b
,
:S

.
(din . ✗ ESERCIZIO)



ossi-O.SE 5%+00 E S' sta ⇒

[ On = 1- 00 (E LO STESSO PER OGNI RIOR D) Non )
n

0 SE 5=+0 E stato ⇒

[ an - -00 ( E lo stesso ¥ Riordinamento
n



PRODOTTI DI DUE SERIE

g
DUE SERIE CON"

posso ESPRIMERE ([ a) ([ b;) cane sonno D' un "

serie ?

""

EKai) - fb ;) = [(a :& b;) = oib ;ic.IN JEN i EAKIN
"

Sisb



LA SERIE

[ ( [ ☐ ibj) si DICE PRODOTTO di

new itj"
cpu [µy delle DUE SERIE

TEJ SE LE SERIE cont - ASSOLUTAMENTE =)

LA SERIE PRODOTTO [ [ a:b ;
n

ii-j-ncoa.NU
.

ASSOLUTAMENTE A § . Sg
,



DI SO CHE [ 19^1--1<+00
0

[ lbi / = Tosto
6

N N N

IN Part . [ [ labile [ la :| . [lbi-I.tji.mn
:O itj - n i. o ii. 0

QUINDI LA SERIE PRODOTTO CONV . ASSOLUTAMENTE ,

=) A MENO DI RIODRINANENTO

[ È a :b ;
= {(ijb;) - So -5g .



0¥ NON VALE SENZA L' ASSOLUTA CONVERGENZA
.

SE PERÒ [ an Conv . Ass . E [bn Conv -

posso DIRE ANCORA CHE LA SERIE

PRODOTTO CONV . A sa . § ( TEOREMA
DI MERTENS) .

pppllctazlowt-fp.is [ QNZ
"

Ra> 0 RAGGIO di Conv .

n

gia )
- [ bjz

"

Rb > 0 RAGGIO DI Conv .

n

⇒ LA SERIE prodotto [ cnz?_?")-817) , CON G-
i ,§ , Oibj ,

HA RAGGI DI CONV . R
,
-3min ( Ra

,
Rb)

.





CALCOLODIFFERENZIAL.tt
: E → R ESR

g.
axtb

No EE pt . di accumulazione

y.fm
CERCHIAMO

LA RETTA

⇒e approssima
,

MEGLIO
Fse )

VICINO A %

RETTA TANGENTE



CERCHIAMO

ysaxtbt.cn/flx)-(ain.x.itb):o(x.n.)-f
-

SE PONGO se = % Ho SUBITO
{ = fido ) ⇒

fin ) - fcx.) - apero) = o(
xido)

DIVIDENDO PER
× -No OTTENGO

a.
lim &%!?_ =: fini

,

df-HC.IR
da

b
✗→ solo

Def
.

DERIVDTP DI

f IN Ko



SE QUESTO LIMITE ESISTE f si dice

f-
'
Iseo)

È IL COEFF. DELLA RETTA TANGENTE

Al GRAFICO di
f in ( no

,
flap) Di EQ .

OSI
f DERIVABILE

,

cioè fin ) - fino) -
fly) (2-4) = , /a.%)

in % ⇒ fin fin ) = -9cg) =)
f È continua

✗→no DAI sto



NON È VERO IL VICEVERSA

4=1×1

① fin) = IN

ANGOLOSO
non è derubare

in se-0 ,,f""limfhjkd-o.tt
✗→ ☐

±

① flx) <

{
se

"
v70

÷::È xco

non
È DERIVABILE fin fia-afcd-s.to
IN 2=0 adat



FACENDO IL LIMITE DESTRPOO O SINISTRO

DEFINIAMO
f- (n) - fido) DERIVATA

$1 (g) =
him -

DESTRA

dai a-sa? a-se.

I '
DERIVATA

¥ /xd " him
sinistra

di ✗→ sei

055 : f È DERIVABILE IN Ko ⇒

] LE DERIVATE DESTRA E SINISTRA E COINCIDONO



PROPRIETÀ ALGEBRICHE DELLA DERIVATA

f. R-3 IR È PARI se fla ) = A-a)

È DISPARI SE fcn ) = - ffa) .

① f PARI ⇒ f
/

DISPARI
,

f Dispari ⇒
f) PARI

SUPP . f PARI ⇒ f-
'
(a) = fin f- fath) - ftse)

hog-
( h - a-no)

= - limfln-hf.hn?-- =
-

fla)
h-70

f DISPARI SI FA ALLO STESSO MODO



① (f)
'

(a) ze c .
f' ca) cc.IR

① (ftg)
"

= f' tg
' Additività DEL LIMITE

① (fg)! f'gtfg
'

✗ g)
'

(a) = la

flxi.MG?)-fla)gl-.;h-s0f.i;g(fiath)gin+Y-fHgk+l, HNg(;H-kng÷}



= gcse) limfkth-y-KH-i.fm, fin gH%-gh h

± gf
'
+ fg

'

② f DERIVABILE IN se E
f- (a) =/ 0 ⇒

f- Dern .

in se E (f)
'

=
-

%ff-yqh.io% ( ÈI) - È;)
: him - Haiti - fin]

(f)
'

=

lim
↳ o ÈTÀ



DALLE ULTIME DUE PROPRIETÀ OTTENIAMO

① %)
'

:( f)
'

= ¥+4 ;)! Hfd
( se gia) -1-0 )



CHAIN RVLE
,

DERIVATA DI Fvnt IONE COMPOSTA

7g g
DERN

.
IN 7

,

f DER . in giro)

⇒ fog DERIVA↳BKE
in se

.
e

(fg)
/
( x

.) = figla) - g' ino)



DOBBIAMO VEDERE CHE

f- (girl) - figlie .)) =

? ftp.Dgtxdln-adi-dx-ad
sappiano ① fla) = giro) t g' ( a.) (se-4) + • (a-2 .)

② figlie) = figlie .)) + figlio)) / gia) -gln.pro/gGeIg("d)← da -xD
USANDO ① PER①

È figla)) + ftp.Dgixdfx-z) + •(a-ad



DERIVATA DI FUNZIONI ELEMENTARI

(c)
'

= o
tech

(art b)
'
= a

Faber
n

(xD! him (ate)
"

_
a

"

h-so-e.fm?.Hl;iei-x
"

N
"noi

"

B+ olh)
=

lim
g-

=
ha

""

ho

0 Pax ) Pol di GRADO n ⇒ PIÙ È UN Pd . D)

GRADO h -1



T.Fnlnt-a.gs . finsinhadhltgsinlhtosh-sinli-T.ie:
"

:*:

" '

" = ."

↳ 0 h -10

h
h ↳

a
0

L' ALTRA DERIVATA È SIMILE ,



tonni:|:÷,)!%Ef-sinaiasni-sinuijj-Y.iq
,

=
1 + tanti

(e)
'

= e
"

ndr

✗ > 0 [ PIÙ IN GENERALE
login )

'

=L bglnadi-fev-n.to)



(e
"

)
'

= t.me?ai- = e

"

l
; % .

.

e

"

h→ O

login)
"

= fin
↳ • G'"%-G"÷ .

.

ln { bgf :'-)↳ o

= !:!!; :
/



① f DERN . ⇒ ¢ )
"

= e

'
. f

'

① f DERN .
E f> 0 =) log /f)

'

= %

PIÙ IN GENERALE f
, g DERIVABILI f > 0

g. bglf )
⇒ £8 = ebg (FI) •_ E

i gbgcf)
⑤ (f) = e . ( gegia]

'
_ f

"

/ g' bg +8¥ )
\



ESEMPI :

o se

'
a> 0 ✗ e

IR

à . e'↳
"

(xD! sì . / alga)
! ax
"

① a

"

o> o
xelr

a

ii. erba (a)
'

= a

"

(alga)
"

-
- Agata

a alga
è)

'

.
I (alga)

"

.si/hgx+1)① se = e

se >
0



DERIVATA DI FUNZIONE INVERSA

f INVERTIBILE IN UN INTORNO DI te
,

E DERIVABILE IN Ko con flag) ¢

=) f-
"

È DERIVABILE in £17 ) e si HA

(f)
'

( fini) --
Isbn

f'( ao )



SAPPIAMO

f-
/
( fla)) = se PER se IN UN intorno

D) No

e fin ) -- flag) + f-
'

(g) (nido ) + o / a-2)

f-
"

( fla .) + f-
'

(a) (zero) + • (a-, = se
,

# a- x.

Hai÷
fyi-ka.tjy-y.tt'

(g) (a-7) + ☐( se-7)



f-
'

( y) = f-
'

( g.) + x -
se
.
= f-

'

G) + YI + o ( y-y )
f'( xD

QUINDI

e.mil?:!h- = È:
y.it .

se ftx.) - o ⇒ lim È÷ÈL ,

± co

y -39 .



Esemplare
sin (g) = since) /

"

.ly?-#y=sinCa
) [ È , E) '

-
_

[

① arasinlyi . È; = ÷ .

Insinua)

[↳ + sin (a)
<
= I

V-yc.HN
cnn.1.ge ) = r¥



ti
yc. (-1,1)① arcasly) ! - jag = -q

-1

arcus ( y) = costa) /
"

autan /g) = ton

ED
g.
tania) L'ÌÌ )

① antan / g)
'

= ÷ = ,÷µ; = 1- V-yc.IR
tanti) 1+92





È :

① f : M → N M
,
N spazi metrici

È LIPSCHITZ / DNA DI COSTANTE C > O

se ftp.pei.fiydscdnpgy) V-agyc.tt

① f : M → M È UNA
CONTRAZIONE

SE È LIPSCHITZ IANA
CON COSTANTE ( < 1 .



TEOREMA CONVINZIONI

M SP . METRICO
COMPLETO

f : M → M È una CONTRAZIONE

⇒ ] ! x-c.MT.c.flx-t.se ( Punto Fisso PER -1 )

INOLTRE VIEN LA SUCC . PER
RICORRENZA

zen,
_ flzln ) con DDTO INIZIALE %

CONVERGE A d-
.



Dini IL PUNTO Fisso I (SE ESISTE) È UNICO
.

INFATTI
,

SE è
,
e % SONO PUNTI FISSI

⇒ dlni.x-d-dlfn-i-k%Dfcdlni.si)
( ( < 1)

⇒ Iiii .

PER L' ESISTENZA DI te
,
FISSIAMO 2. FM

E CONSIDERIAMO zen
, ,= fcaen ) .



OSSERVIAMO CHE

dlxmpnltcdkniin.in Criolla , .se . ) tn

VEDIAMO CHE ✗
n

È DI CAUCHY .

f m > n si HA
m -1

m - I

dlxm.x.is [dlnm.is?e)sdlx.,n,)EckK=npK--hDis.TRhanG-q-cnd(x.,a
,
) È ci = DÈI
j :O

1- C

⇒ nn È DI CAUCHY ⇒ xn → E .



PER VEDERE CHE è É UN PUNTO FISSO
,

PASSIAMO AL LIMITE IN Un = # zen )
,

OSSERVANDO CHE UNA CONTRAZIONE È CONTINUA
,

⇒ a- = liman
,

= limfcoen ) = fin )
.

n n



ESERCIZI :

① sia Plz) = 1+7+2-7
. . .

-2
"

ne /N

TROVARE LE soluzioni PCZ) = 0
.

Plz) / z -1) = ( ltztz! . . .
7) (7-1)=(7*1-1--0)

2- =L o Plz) :O

2""- i

Key znt:p ⇒ z ,
eÌ i

f. = e kefq.in}
%÷i

Piz) - 0 ⇐ z -- e = costi:'-) + isin /TÈ) ke {1
.
. -

n}



② 970 ,
/È] , [ 0ns +00 (LEMMA DI ABEL)
←

MOSTRARE CHE fin n.hn = 0
.

h -7 00

PER CONDENSAZIONE,
SAPPIAMO CHE [ 2

"

9
,
,<
< +00

⇒ lim 2
"

?# = 0
.

K

SUPPONIAMO PER ASSURDO CHE ] E > 0 T.C .

n
, QQ.IE PER UNA SUCCESSIONE n

#
→ tuo

.

K

A MENO DI PASSARE A UNA SOTTOJUCC . Possiamo SUPPORRE

nktiZL-nk-VK.me#sNkt1/z



OSSERVIAMO CHE

È
"

an 7 È
"

ona
,

= (7. +ihn) " nn"
? ? 'un

n : nn µ n'Mk

an DECRESCENTE
7 §

QUESTO CONTRADDICE IL CRITERIO DI Cauchy

m

{ te 3- n
,
te

.

[ & E E tm > nzn
,]

KEN

ASSURDO
,

QUINDI non ]
0
.

% non ; e orafa § [ Oneto, ES : 9ns#n



① f://2-sIRC.PT → CPT INTERV . → INTERV
.

Devo DIN .
CHE
,
DATA 2

,

-3 Ko
,

SI HA

linn flan ) = fisco )
.

K = ( Y an) u se
,

È un compatto

flk) = (⑥ flan) ufcxo) È un compatto

=) flag) = limfcxn ) o la succ. flan) HA UN

"

PUNTO DI Acc . Y
,
=/ flag)

,
y, C-
FCK)

.

Supp . PER ASSURDO CHE ESISTA UN TALE Y
,
.



A MENO di PASSARE
A UNA SOTTOSUCC .

Posso SUPPORREffcxnj-Y-flxnt-ff.no
QUESTO PUÒ SUCCEDERE :

o «O

"
"=L flan) = 1. y

,

ES fin ) , { 1
a>0

fio) :O

- NONHOUSDTOCHE-fnn-NDAINTERVDL.LI/NINTERVPLI
LA STESSA PROPRIETÀ VALE PER {Nn }n

> n
,

quindi Posso SUPPORREpfhnf-yy-fcx.lt/n.---Yyfgg,/--;" " " "

posso SUPPORRE 2
», fan

È come IN FIGURA _

No ✗
n



f MANDA INT . IN INTERVALLI ⇒ ( supp . y
,

> flag))
f. ( Iman]) .tn?ffixd,yif-Vn
⇒ ] Iene (7,7) T.c . Finn) c- ( Y

,

- f) Y , ) .

OTTENGO UNA
succ .

À
,
T.C .

E. → x. E fixn ) ; y ,
# fix

. ) my fixn ) # y ,
tln

⇒ f / VK.ua?)=Ufirn)vf( xD NON ÈCPT
.

p
CPT

NON CONTIENE % .

ASSURDO
.





DERIVATESUCCESSIVE-dnf.tn: È / " =
f
" "

DERIVATA n' mt

PROP-f.lt → R A APERTO d. c. A

f È DERIVABILE DUE VOLTE IN %

( in PART .

È DERIVABILE IN UN INTORNO DI %)
ALLORA

:



① fin .) = 0 E f
"

(%) > o ⇒

d. È UN MINIMO LOCALE STRETTO

CIOÈ flag) < fcx) t see (7- E, Etc) , se #%

② FÉ
.) .-0 E f-

"

( a.) < 0 ⇒

No È UN Massino LOCALE STRETTO

VICEVERSA



③ ✗
☐

È UN minimo LOCALE ⇒

f'(sei -0 E f'
"

(%) > 0

② se
.

È un Massino LOCALE =)

flag, > 0 E
f'

'

(g) § 0 .

f-
"

( rg) = -9
"
( d.) =D IN GENERALE NON POSSIAMO

CONCLUDERE,
ES : fla) = se

"

( n } } )



Dini

① f'ix. = E f'
'

(g) > 0

limfin-ltn.i-se.mp.ly > •
ÈÈ

✗→ OH
, se-2

.

✗→ ×
,

✗ -20

QUINDI FÉ
>
O xe ( n.- E, note) asino

a- da

# {
f' (n) > 0 set (miste ) ⇒ f- ÈSTR .

[Restate

f-
'
(a) < O xe (7-54) ⇒ FÈSTR .

DECRESCENTE

=D zeo È MINIMO LOCALE STRETTO



② SI FA cone ①

:③ da MINIMO LOCALE PER f

⇒ flag) -0

7. E t.c.fm?fixdV-xEf4-&2otE)

PER lnGR.V-xefxojk.to) ] Isef ( 4,2) te .

f' (3.) = f%%÷- 70
⇒ fin.) . limfth-j.gg

sesto Tè ?



④ Si FA COME ③
,

PIÙ IN GENERALE SI HA

PRI f: → IR A intorno di %

f DERIVABILE n VOLTE IN Ku
,

NEIN
,
n> 1

&www.0.tsk-nef?xd=--
ALLORA



③ n PARI E f'
"
( no) > 0 =) no È UN MINIMO

LOCALE STRETTO

( n)

② n parte
f (d) < 0 =) Ho È UN MAX LOCALE STRETTO

③ n DISPARI e
f' "by)> 0 ⇒

f È STRETT .

CRESCENTE IN UN INTORNO di ✗
☐ ,

QUINDI % NOI E
'

MAX O MIN

③ h Dispari e
f'
"

logico ⇒

f È STRETT . DECRESCENTE
IN UN INTORNO



Notazione:
A SIR APERTO

SI INDICA con

[
"

(D) = { f :D » IR DERIVABILI n - VOLTE

con f
" ">
CONTINUA }

SP
,

VETTORIALE SU CUI SI PUÒ METTERE

LA Norina Ilfllcn = È max f-
""

(n)
1<=0 ✗c- A



FUNZIONI CONVESSE E CONCAVE

Defi f , ] → IR ,

Ì intervallo
,
È CONVESSI

se Italy < Z Si HA

fly) E fin ) + flztflh-ly.ae)
z- se |→+ E

'
concava se _ peones»

ÉÌ
✗ y z



OSÈ LA DISUG
.
Si PUÒ SCRIVERE EQUIV

.

g. = 7×+4.dz 7£10
,

1]
b

CONMB . CONVESSA
DI R E 7

f- ( y) . f- ( Init - 7) 7) E Afta) + f- 1) fa)

V-qzete-VIel.gl]

ES;_ se

"

n PARI
È CONVESSA

,
121 È CONVESSA

genny } DISPARI
NON È Conv

.

,
se È convessa



prog f : ] → IR DERIVABILE =)

f- CONVESSA ⇒ f
"

CRESCENTE

÷ ¥71!④ tlxcycz

%!→< ti;¥ùs%¥→
y.net byit
f' (a) E FY.ge#- E FÈ ) ⇒ f' È CRESCENTE



⑤ f
/
CRESEWTE

,
SUPP

.

PER ASSURDO

f- NON CONVESSA
,
CIOÈ ] ✗ < ycz T.ci

sina.at#.!-n-n::;::-;F;IN PART ,

ftp..fi?YN-y-id-fH)--..f'( p)z - y

PER LAGRANGE 3- ✗ c- G.y)
,
pÈyp
ASSURDO



Cory f :[> IR DERN .

2 VOLTE

f convessa ⇒ f-
"

(a) 70 ltsef ]

COY f :[ → IR CONVESSA E DERN .
2 VOLTE IN %

⇒ ÀLX.is, O

LO STESSO VALE PER f CONCAVA
CON IO INVECE

DI 70
.

☒ IL SEGNO DI
f
"

DEFINISCE GLI INTERVALLI

DI CONVESSITÀ E CONCAVITÀ DI f



Dte f:(7- { note)
,

f- DERIVABILE IN %
,

f È> NBIA CONCAVITÀ
"

IN 2
,

CIOÈ FÈ Conv . IN Leica
,
%) E CONCAVA

IN 4. ii.+ E)

O VICEVERSA
,
ALLORA 20 SI DICE

pwt PER &

[got
→



Defi f : &.- E , a.+E)
conti IN Ko

,

CAMBIA
CONCAVITÀ IN 2g

,

fin flh-fmj-i.co o → - O

se-3k
,

se - se
,

ALLORA 2g È UN PUNTO DI FLESSO

A TANGENTE
VERTICALE .



propi f ;] → IR ] INTERVALLO APERTO

f convessa ⇒

① f CONTINUA in ]
GDERN .

SINISTRA
y

DERIVATA DESTRA

e
② tre ] I ¥, (a) &

DI cui
dai

③ rey ⇒ ¥→ (a) < ¥; 'st④
④ disc / §! ) - d.sc/j!+)ws.wunErars

E f È DERIVABILE
tre disc/¥7)



DY BASTA MOSTRARE② E ③
.

Fissiamo ye] .

✗ < ycz

ÈÈ<f
lo

7- y , ②
MONOTONO MONOTONO

CRESCENTE in
× CRESCENTE in 7 ⑤

FACENDO IL LIMITE ✗→ Y E 2- → y si HA ¥:( g) E ¥:(y )
③ SEGUE DALLA MONOTONIA DEI RAPP

. INCREMENTALI





STUDI DI FUNZIONE

f : 1) → IR D= Dominio di
f

OBIETTIVO È TRACCIARE
UN GRAFICO QUALITATIVO D) f

IN IRZ

[ = { (Yy) : y -- fee) , ✗ ED} C.IR
?

J
GRAFICO di

f



PASSI PRINCIPALI :

④ DOMINIO MASSIMALE Di f

① SEGNO DI f

① simmetrie : PARI ( fax) :-/ (-X))
,
DISPARI ( fla) , _ ffx))

PERIODICHE ( finti) - fin ) ,

T PERIODO)
① DISCONTINUITÀ

# LIMITI AGLI ESTREMI DEL dominio ( incluso Io
)

① d.Slhtot ) ( VERTICALI , ORIZZONTALI , OBLIQUI )



⑤ DERIVA BILITÀ di f

① D)scout . Di
f

"

( Punti ANGOLOSI , CUSPIDI , FLESSI Vert .)

① SEGNO di &
"

,
Monotonia DI £

,
MASSIMI E MIN LOCALI

① DERIVA BILITÒ D) f
"

① SEGNO DI
F
"

,
Int . Di CONCAVITÀ / CONVESSITÀ,
FLESSI

,

Massini E MINIMI

# DISEGNARE IL
GRTIF' NEL PIANO CARTESIANO È

(CONVIENE FARLO FIN DA SUBITO )



ESEMPI :
- fin . Y-i.bg/znYj?-.)
f PARI

,
BASTA STUDIARLA PER 270

Don -9 :{ x : YÈ > 0 } ÷È-- mi-1

t.j-iti-tmi-2-l.co
,

- 2) v1-1,1) v12 , to)



"
×

;'

iyi ;
i i

!
|

-

"

! .

. .

'
l

'

i
.

I / :p
'

A



flo) = O t log (1) = 0

lim fin = § +
lim log ( ' YÈ) = - o

✗→ ti
a-si

ma+
} (2 III) = + aohim fla) = § +

lim

✗→ È

>
lg 2him fla) = t

con
-7 + o

Asintoto OBL :
lim %) = § + lim Le ÈÈÈÈ) = §

se→ 00



ln fin - } : him by / 2 :L ) : log 2
2-→ toro ✗→ o

y= ASINTOTO OBLIQUO

fin) PER x >
0 fin = It by (:&) tlgl

fin .fi?(:t)::+:I-:iiE=j-cE..p---
=

= :



PER se> o sgnlf
' ) = sgn (x2- 3×-1 )

si-3×-1=0 ⇐) ✗ =3 ± MI
a-

f-
'
cambia segno per 7=3%3-1 E (3) 4) ← punto

lim fla ) = - f- ⇒ limft") = } con a> o

*→ ot f pari a-30
-

f-
'
DISPARI ppuntoANGOLOS.si/NkTI



CALCOLIAMO ,
PER se > 0

,

f.
"

(a) = { (à"- = ! (1- 3-È;)
"

si-3×+2

= (È.ir/'=--?j+jr=3-2n(si-3x+2Ysgnf''--sgn(3-2n)PER x> 0

f-
"

(a) < O IN ( 0,1 ) e f-
"

(a) > 0 in (2,1-00)
f- CONCAVA f CONVESSA



fin > = ÈÈ Donf =

: a -1-1
, :& > 0

⑨ Dont - (qo] v11 , to)
fla) -_ 0

⑤ NON CI SONO SIMMETRIE

① fla) > 0 , Ha # 0
xedonf



io y µ



fin fin) = him MÈ = t 00 Asini . VERTICALE ✗=L

✗→ It ✗→ pt

fin flx ) = ta ( f si COMPORTA come lui )
✗→ t.co

AS /NTOTI OBLIQUI ;

limfq-sl.ME?-j--- 1
2 → to ✗→ + so
/

enfin -← hÈÉj¥!Éun2-sta
a-sta

✗→ + •

PIÈ + ×



= !: -ÉÌT,
= !

n2x2Y-_Xt1z@Ag.oBliqvo PER M -> +00

F
" "÷ :[mafie

. - KITE. -1
✗ → - o ✗→ - no

✗→ - co

him finta = lim =

lim È

✗→→ (x-D /PÈ)
= -12

ha _a



Y-i-L-fp-DS.siBLIQUO PER ✗→
-00

calcolarono fin ) = (NÉ)
/
=

= :< FEI :-D:{F¥÷É:#
= { PIÈ . -Èj (2×-3) fbi) --0 ✗ =3

,

unico PT STATO .

f / f) = PIÙ = LE e minino LOCALE



lim fin) : - { figo. f-È]
.

"? 0

✗→ 0
'

] È (a) = 0
2--0 MINIMO ASSOLUTO DI f

fin =p;) /
"" KE; - F!÷ÉÉ⇒È
⇐ (✗ +1) ( a-E) Ì a- iii. = si- se



✗
'

+ fa - { a -3g È ×
?
- × TOKI

¥

⇒ f.
"

(a) > O
tre Don f

f È convessa 'µ (-0,0) E in (1,1-0)
.





FORMULDDITDYL.at?-

PROBLÈME DATA %) REGOLARE
,

a. e
domlf)

,
nein

,

TROVARE IL POLINOMIO Pnlse)

DI GRADO n

CHE PPROSSINA MEGLIO
"

f

VICINO A Xo

n :O Paia) : fin .) , n :L fin ) -- fin .) + ftxd / a-7)



ciaoÈ CERCHIAMO Pnlx)

T.ci/fcx)=Pnln)to(lx-xdn0-S
: NON È DETTO CHE ESISTA

SE ESISTE È UNICO

P
,
Q Di Grado n

,
P- Q = ☐ (Hae. /

")

⇒ f- Q



Defi Data f : I. → IR , ÌDPERTO , DIFF . n
-
volte in xoc. ]

I /fa.) (a) = È f'
"
in
. ) ( x.gg

"

K :O

SI DICE POLINOMIO di TAYLOR DI GRADO h

(Di fini n.) .
(K)

Tn ix. ) = f'%.) Ken



TEI ( PEANO) : f DIFF. n Volte in %
,
ne

/N
,

f- (a) = I / f. a.) (a) + ☐ ( Ix- × .IT
↳ RESTO DI PEANO

Dini APPLICO L' HÒP ITAL (n-1) VOLTE A

lim fini -Il"

µ,÷,

=

la f-
"È, - TIÌÌ,

È
=

him the ) -Ita)
✗→ ×.

-

✗→ se
.

"→ %
n ! (a.ad

1- la ÈÈ!!;km-f¥÷ . :p:*
.
/fÈ;!Ì.fi:)=

n ! nano
= 0 •



cor ( MAX / nin) : f DERN . n volte n % ,
n > 2

,

f-"%
.) :O

V-1.sk - n
,

f'
"

ix. =/ 0
,
⇒

% n DISPARI
,

f- È LOCALMENTE STRETT . MONOTONA

② h PARI , f-
"
%
.) >
0
,

se
.
nin . LOCALE STRETTO

⑦ " f-
""

Mo) 40
,

se
,

npx
.

"
"

Diff fin) : Ila) + ok
-xD
") : ( n-7)

"

+
• ( a-%)

"



VEDIAMO ②
,

CIOÈ n PARI E f' Yao) > 0

3- E > 0 t.c.lola-a.I.FI?Yin.x.Itxe(x.-gn.+E)
⇒ fin) } f.

' " I

Lyft
"-71
" tre / regate)

⇒ 2g È UN mini LOCALE

GLI PETRI PUNTI SI FANNO
IN MODO SIMILE .



CALCOLO DI Tn / filo)

① I /aftbg.no/--aTnH,xdtbTnlgie.)qbc-lR
① Iff ! a.) = IV.%)

'

Esente fin) > e
"

se:O f'%) . e
"

lfk f-
'

%) =L fa

Tncx) = È a
"

K :OÈ



ftp.j-afim-1-fim-y.q-y
4- rt

f-
""

in ) .
+,

f-
'

%) -
-

K !

n

Tfr) = [ se
"

K :O

fin = ÷
,

Tim = È -4 )"x"
1<=0



fini
= hglitx) fla ) : 1-

11-2

f- (f)
'

= Tlf
'

) = [ (d)" ×"
htl

"

peso

Idf) : È
"x +

K:O 1<+1

fin ) - Sinti) f-
'
(a) = ↳¢ ) f

"

: - sincro) f
?
- cola )

,

f !!) :P

1- (a) = Ieri"à*
2mi MEO (Rett !



ANALOGAMENTE F- costa) se :O

tanta) = [ (1)
*
se

'#

A:O È!

f pari E no :O =) Tim Ha solo

nozioni CON ESPONENTE PARI

f DISPARI
" ⇒ "

' i DISPARI



f-(a) = È, no:O

Tim = [ (1)
"

se

"

2h
µ.

"

,1-
fin ) -- anatomia ) E-

°

In .int
'
= [ e)

" sì" ⇒ In .in)=[ ti)"n
1<=0 K:O Zktt

n

ii. sei Tin) :[(E) ×
"

(f) = akD;Y""_
1<=0

✗ =/ 0 Rio



ANCHE SE f È DERIVABILE a VOLTE IN Ko

NON È DETTO CHE limita) = fin) PER xe (7- GITE)
pista

⇐ fcx , :{
e-
¥

✗¥0 ¥O se 0

hm è :
-

=
0 th ( VERIFICARE )

a-so se

"

⇒ Ila) -- O
Vin



DOMANDA
: Quando Tnlze ) → flx) µ , un

intorno di No ?

È/LAGRANGE )
f DERIVABILE (ntl) - VOLTE IN (G- E, dote )

fgej-tn.fm/in)tf'
""

( t) 4- no)
""

te (oggi )
-

( nn) ! o te / xp.)
↳

RESTO DI
OSS : h :O È IL TEO DI L .

LAGRANGE



Lennie g DERIVABILE (nti ) -volte IN (9
,
})

g'
"
(a) = g

(b) = 0 Of Ken

⇒ ] tela
,
b) te . g'

""

(f) = O

D'n :
Applico ROLLE A &

It
,
te . gli;) :O ,

applico R
. Ag

'

IN {qt ,]

It
,
te

. g
"

(t ) --0
,

. . .
-

Amico Rag
'"
in {qt,]

] E- tn, te. g'
""
(f) = 0

.



FISSIAMO 2 > No
,

dlnjfTEORE-n.si APPLICO IL Lenna in ( 4,7 )
,

con

giti-fltl-T.lt/-fl:?Ij?-.lt-nj
"

g'% . ) . o
V-k.sn

, gia) - O

⇒ ] tela.pe ) t.cn . g
'""

(f) = 0

☐ = f'
""

it) - an)
'.fi?I;Y-.=)fn)--TiNt

i

-



Cory e? [ I taek
v. o n !

"
e
"

- Tia) : e

"

- È = e

'

_x ( thin)
v.ok ! 4+1) !

le"-T.in/se'YaY
- I

°
.

(nti) !

Dt f È co -DER. ln no , LA SERIE §È%È (a-7)
"

si DICE SERIE DI TAYLOR DI fin da .



LO STESSO FUNZIONA PER Sinisi)
,
Gsln)

Sinisa) = [ (1)
"x Yasir

n :O tanti) !

costa) = [ (1)
" SI taek

ii. o fr ) !

E ANCHE PER begl' + n) , È ,
aitante )

,
1-
1+22

ma SOLO PER K%
( VERIFICA)



ESjDP@sRoSS.l A
MENO DELL' 1/1000

n

e. III) + Rn ' §.fi
>

+ Rn

Rn = e t.cl?1)

(nn) !
<È:< È !

SCELGO h T.C .

Rn < 1
1000

'
c'È 4¥ :< ÷,

Inti) ! > 3000 n --6

Tale) -- II. { + f- + % + ÷ + fà



DÈI f : A → IR A APERTO
,

fe (
•

(A)

È IN A SE

V-x.co/JfcoaNCidt CON LA SUA

SERIE DI
T

.
IN %

,
IN UN INTORNO DI No .

l e
"

Anal . su
IR
,
actanbe) È ANAL . su

IR

je
È ANAL . su It'

{-1 }
,

. .
.

fin) - { %
"

è Anal
.

in /Rito} , ANCHE
SE f- c- (TR)





SERIE DI TAYLOR E FUNZIONI ANALITICHE

SE f- È [
•

IN %
,

la SERIE È ftp.Y-fx-x.)
"

1<=0

Si DICE SERIE DI TAYLOR DI f IN %
.

PRÈ fin) = E qq.no)
"

ne ] :( g- R
,
notti )

n

R> 0 RAGGIO DI Conv . =)

te c- ( t) e 0ns f"Y÷ .

(e)

☐ Abbiano visto
te E fin> = [ anjd-f.tn?I=Iinn!-q.xij"

⇒ f'"(a.) = Arak ! n'0 n'KKK) !



Defi f : A→ IR , BEN APERTO
,
fe C- (A)

È ANALITICA SEV-noc-AIVT.c.fm
) = [ fYN-ix-x.IV-xefs-rx.tt/EA .

PII fin , = È anln.ae.)
"

as ] :( 4- R.HR )
n' °

R > O RAGGIO DI CONV .

=) f È ANALITICA IN Ì
,

CIOÈ se
,
e ]

3- r.hn) T.ci fine [ ÌÈ#i
"

restituir)
nn !



no

tenne : E. cnn.I-j.se
" -"
= «÷µ,

"""✓

Heist

on
:O÷::÷÷:"";;É÷¥÷n

-

-K

(PROP . )
✗
o

✗
a Hoth

E CALCOLIAMO

h- k

tirar tante C-
f "Ìm= Èan

,
' ""1

, rn

n' K



co

It'%dEE.E.j.tn !
""

ref?-71 ,R)
APPLICO IL LEDDA

/ f'%, / s ÈÈ ,;⇒m :
.

È
f- 17-71 (r- 1%-71)

"

= c
'
.

è"

⇒ µ:& / e
( r.m.a.DK

⇒ ↳ serie [ %Eei-y.gg
"

CONVERGE



SE 12-2
,
/ < r - 17-71 IN PART . Conv .

IN

(×,- ( R- Hind) , zeitr -17-71) .

SIA gln) la sua Sorna ,
voglio

VEDERE CHE

g- f.
SIANO Sn LE SOMME PARZIALI ,

QUINDI Sn f ,

stimano f- Sn .

PER LAGRANGE

ntl y
È TRA ME ?

Hai - s.int. tua



/ fin -Sink È.IN?!-
""

→
0

in

rete
,-7,7+4)

se la - se
,
/ < r - l'y -xD

E VERO SE r
,
< ¥ - 17-41-4 .

fsg =) f ANALITICA .



Cori f , g ANALITICHE su ] LEI APERTO

te)

V-kfktss.ge#.)=f=g su ]

In)

Dini sia D= {nette .

f'"(a) =p in) KK }
✗ c- A ⇒ 3- rt.ci

. (ser,
ntr) ed e g-_ fin (a-

r
,
xtr)

✗ È APERTO IN Ì
.

Viceversa
sene A sen→ ✗

E] ⇒ PER CONT . ✗ED

A È chiuso in
] =) D= I .



Cori Lg : ] → IR audit . I int . APERTO

] ⇒ sen succ .
con" in [

, sen → a. E]

flxn ) = glan) n ⇒ fsg IN ]
.

E' 7g anali . ⇒ (oiftbg ) analitica tabelle
,

CIOÈ LE FUNI ANALITICHE SONO UNO SP . VETT .

D CONSIDERIAMO bla) = f-(xD -girl ) ANALIT .

con hlzen ) = 0 Hhm
.
VOGLIAMO MOSTRARE LE 0

.

passando AL 1- 'n'TI HO hlzeo) = 0
.



✗ shin)

FEFÈ
(user)

PER Rolle Ken ] e r t.ch
'

.in#nnY--O-Vnln$nped
PASSANDO AL LIMITE L' (4) =D

ITERANAO L' ARGOMENTO HO h
"

by) =p K

⇒ h :O cioe F- gin ] .
(COR

.

PRECEDENTE)



cari è È ANALITICA IN IR

sin ×
,
cosi ' l ' 1

1 È ANALITICA IN /-1,1 )
11:X

Ppe) Pol
.

ÈAHALIT.SU/RTE0i-
① &

, g ANALITICHE IN [ ⇒ fg ANAL .

② " " "

, g -10 ⇒ % sua .

③ f : ]» 5 ANAL . g : J -> KANAI . ⇒ gof È ANN .



④ § :[ → IR Awm
.
con ] interni

.
E f-

'

=/ O IN Ì

⇒ f-
"

È AWDLIT .

Propi f :[ → IR Analitica ⇒

ff It ) e tagli 3- r > 0
,
GRSO

t.cn/f;Y-.cP*-Vke-VxeCs-r,n.+r) .
D COME NELLA PROP

.

PRECEDENTE



Defi f : I → IR ANALITICA

[ INTERVALLO

g
= U { h : h :S → Rana . , J ? ] INTERVALLI
dove h

,
:S
,
→ IR e ha:{→ IR

'

hl-ifh.uhr.la
) :[ hihi

) «% BEN DEFINITO

hilu) set -12 Dato CHE h
,
:{ SUINI

& :{
•✗

→ IR Si dice PROLUNGAMENTO Analitico di f

ED È un / VOC
.
DETERMINATO DA f

.





INTEGRABILI TÀ FUNZ . Cotati Live

Teg ( HEINE - CANTOR) : f : ( → IR CONTINUA

( SIR compatto ( ES : ( = [ oyb] )

⇒ f È Unit .

CONTINUA
,

CIOÈ HE IS T.C .

ix. y / < S ⇒ Hatay ) / < E

zgyec



DÌ
PER ASSURDO

,
7€ >OT.ci ¥ { =L NEIN

7in
, yne ( te . lui Ynl E fa e / flan) - flyn) / > E

[ compatto ] nk t.ci ✗nè 2
E

Yn; y
PER K-soo,

con se - y .

{ ftp.flxni-flbnl/-.-kn)-fcx)/=0
ASSURDO

E. fin) = si ÈCONT
. su IR MA NON UNII

.

CONT .



TESI f :[a)b) → IR cont. =) FÉINT .

Din f È LIMITATA ED È UN / F
.
Cont

.

FISSIAMO E > 0 E MEIN E PRENDIAMO

ii. { 4=94 .
. .

- trib} con tinita : ¥
CALCOLIAMO

,bjn.IS/fit)-s-fit)-.E(t*it,..)(swpf-inff )
(t.tn») (tatum)

1<=0

§ BI È / maxf - min
? ) E b-a-n.ME = ( b-a) • E

n K:O [tutta,] [tritati)

se SCEGLIAMO n t.C.b-nj-a.gs (E) dato dall' UNIF.
Cont. D ' &

.



Ossi LA STESSA D) n
.
FUNZIONA PER

I / fini ( k)
f:( a) b) → IR cont . E LIMITATA .

INFATTI
,

FISSIAMO { > 0 E SIA IT ' { to
,
.
.tn+2 }

te
.
t.io

,
time ,

twitta : b-YE-itn.i-b-e.tn:b

a-
a ate e b-E b

UNIFORME IN

n INTERVALLI

SH.it?s.fn)=4Ce+zb-g-2-(snpf-irff)f4CEt(b. a) E
1<=1 Nutriti) (tutt"")

PER n GRANDE



Ossj PIÙ IN GENERALE LA Din
. FUNZIONA PER

f :[ → IR Limitata con disc /f) FINITO
.

ANCORA PIÙ IN GENERALE SI HA :

TEI f :[ → IR LIMITATA CON

disc (f) FINITO o
NUMERABILE =)

f- È INTEGRABILE ,



( VITALI - LEBESGUE )

f : ] → IR LIMITATA È INTEGRABILE (=)

dise (f) È TRASCURABILE ( O DI MISURA NULLA)

Dtt : ESIR È TRASCURABILE
SE VE ] {In}

ne /N

Ins IR INTERVALLO

T.C.EEUn Ìn E [ IINIEE .

0¥ E NUMERABILE =) E TRDSC. MA NON VALE VICEVERSA

( INSIEME DI CANTOR)



y
- fin)

TEI (MEDIA INTEGRALE)
f :[a. b) → IR

cani . ÈK¥¥-
7 a- e [a.b) Te.

b

fai) = § fin da ÷ 1- | fluida,
a

b- a a

b

cioe
'

(b-a) fin) = {fin da .



Dirò si HA (b.a) minf € fbf s (b-a) maxf
[gb] a Lgb]

b

⇒ minf e fa f f maxf
Lab] La ,b]

b

⇒ JI te .

fin ) = ff'
a

'

f
1 . . -

÷
'

fini. Non cont . non
È vero !•¥;÷,

fla) = { 0
✗ c- % ? ]

1 xe ({ il] ff:{



Defi SI INDICA CON

@ (f) = { f : Io IR INTEGRABILI }

PRI ( LINEARITÀ DI f) f.ge RIJ ) ⇒

⑨ c. fa @ ( t) V-cc.IR e fcf . cff
j
'

]

⑧ fi.ge RIDE / ftp.ffi-fg .

IN PART . @ I]) È UNO SP. VETTORIALE

E f → ff È UNA FUNZIONE LINEARE SU RI]) .

I



"

① a :O Scafo) ._ a SHIT) tu

slaf
,
it) -- as / hit)

swpslaf.it) : aswp / ftp.ainfs/fn)=infS(afn)
y

" "

= off
"

(Ibis) -
FERI]) INFATTI ]

sf-f.it) . - SHIT)V-itsl-f.it) : - SHIT )

⇒ supsl-fii-J-infsl.fm) : - ff
it

IT j



② SHtg.it ) : { %; tie) sup (ftg) s

Hatun)

EH;E) (spf + sup g) = San) +51g .it)

slftg , ") Eos (fi) is / g ,it) Fit

{ ftp.g-swps-fitdtsups/g.-itr)-.swp(slfn)ts/g,it))
% IT

,

il

f :p slftg .
it) s S ( ftp.nkinfs/fi;)+infStg.e)

IT , ITL

= f ftp.g ⇒ TESI



Propi ( ADDITIVITÀ RISP
.
Al Dominio)

I. Iuta ,
Inti } , feat] )

INTERVALLO

⇒ ftp.c.RU) , ftp.i-RII) e

f. f. = fftff .

ti %

DI siano f ;) :{ fin)
reti fin) , { O

atti

fin NEI
0 NEI

flx) = f
,
/a) i. fila) .



DICO CHE |fiR§§E LO STESSO PER &
.

SE QUESTO È VERO
,
PER LINEARITÀ

,

ff://f.tk) = / ftff .

I I I
,
Il

FISSIAMO {À 0 E sia 1T PARTIZIONE DI
[

t.c.SU
,
it) - s / f) it) £ E .

Posso SUPP . [ FÌ ,

E 1T
,
= IT /
j
,

SIA PARTIZIONE DI 5
,
E itj Hf PER % .

2

PER QUESTO AGGIUNGO A 1T IL PUNTO Swp I = infjz
.



f.ge RIJ) , fsg ⇒ ffisg
] I

propi feriti) # IFIERIT ) e / ff / E flfl .

MI SIA E
,
it

t.c.SI?n)-s-fn-)EEswpf-inffzsnpHl-infHc--Ia-b/z/ial-lbl/(tn,tnn
) (htm) (tu.tn") (tuta.) qb

⇒ 511-91
,
n) - slitta) s Sff, - skit ) te ⇒ / f) c. RIT ) .

OSSERVIAMO CHE _ Illa) / < fini 18in) / Va =)

- flflfffsfif ) (=) / Sf / E SISI .



si Ha Slflj
,

, %) - s / ftp. , a) < SHIT) - SHAKE

E
5 / Hq ,%) - s / ftp.itfss.fm) - skit)" .

⇒ ftp.e Alti ) e ftp.erltd .

si Ha anche SU /
%

, a) = SA , it) E SAI
]
,

/4)⇒Hit)

⇒ feat) con §: §! E fer ") caffè !! .



☒ QUANTO DETTO SI SCRIVE

b C

ff + S' f =/ f dove F. ( gc)
a b °

ii. ( a. b) JEH )
a < bsc

PER CONVENZIONE si PORNE

b 9

[f. g ff = - ff se a > b
,

IN nodo da

a a b
AVERE

b

Saf + {
'

f. L'f ttaiscelr





PRIMITIVE E TEOREMA FOWD . DEL CALCOLO

Dt f :[→ IR
FUNZ . INTEGRABILE ,

IEIR INTERVALLO
,

F :[→ IR FUNZ . DERIVABILE

SE
F! -9

,

F SI DICE PRIMITIVA DI f

Se F, ,F, sono PRIMITIVE di f =)

( F, -E)
'

= f- f- = 0 Film) = False ) + c
Het

PER CEIR



SI INDICA con / f da = { F:[ → IR ,

F ! ? }

INTEGRALE INDEFINITO .

TEJ: f : [ → IR CONTINUA
,

I INT. CHIUSO
,

se

a. c- Ì
,

sia False) =/ fltdt
the ]

,

%

ALLORA Fa
.

È UNA PRIMITIVA DI §

cioe

'

Fa
.

È DERIVABILE E Fai :-P .
( LA COSTANTE 51 OTTIENE PONENDO Fmln ,) = 0 )



DY CALCOLIDna

Faith =
lim F. ' ✗ + f) - %!#)
h→ 0È

=

si+1 a

=
fin
↳ o

% ({fltidt - / flt) ott) =

2

seth

= In { { fltdt = fin fine) = fin)

h-io
ti h.su

ne"" x@esfe-lhl.atlhl ) n ]



OSI qbe ] , aib ,
b

⇒ fafltldt-fn.lt)
- Fla) : Flb) - Fia )
%

Dove F È UNA
QUALUNQUE PRIMITIVA di £

IN PARTICOLARE PER CALCOLARE { f

È SUFF. TROVARE UNA PRIMITIVA .



COME SI CALCOLA UNA PRIMITIVA di f

DIVERSAMENTE DALLA DERIVATA ,

NON SEMPRE LA PRIMITIVA DI UNA

"

FUNI
.
ELEMENTARE

"

E ANCORA
UNA

"
FIYNZ ELEMENTARE

"

.

⇐ e

"

,

è? % ,

si:-. . _



TABELLA DELLE PRIMITIVE

DERIVATE PRIMITIVE

F F
'

f ff
- C

T"

" |"
"

"
"

¥ "
"
" ""

È bglx
' + e

login %
an è

"

f- e
'

:c a -1-0
ore

al
l asca) Sinisi) + c

Sink) cos '")
Ginge) -

Costa ) + c

↳ (x)
- Siria )

¥,
catanesi) +

Canadian(n) ¥2
arcesinlxtc

arcsin (n) /È È



REGOLE DI INTEGRAZIONE

① (F ± G)
'

= f-
'

± G
'

=) | ftg = ff ± / g ( linearità)

② (F. G)
'

= ÉG + FG
'
⇒

FG + e
= / ÉG + GFG

'
cioe
' /ffig-t.G-GTT-I-bbbc.sn

ESTREMI DIVENTA g f-
'
g = FG /

a

- { FG '

fg /
"

= F(b) Glb ) -FINÌ integrazione PER PARTI

a



È of liga) . I = alga . | fin = alogn - set c
G F

'

0 / e " sinisa) = e
"

sinn) - | e
"

costa) =

=

e

"

sin (a) - e
"

cosa) + | e
"

/ - sinth)

0 | e
"

sinisi) = È ( sin lu) - cola)) + (

O | e" Pia) | sin (a) Pla) P Pannonia

( INTEGRA e
"

o Simcoe) e si DERIVA
PIU))



cos' (a) = 1- sin'(a)
0 { Sin (a)

<
= | sin (a) . finta )

= -
sin in ) costa) + | cos' (a)

= - sin (a) cosca) + | 1 - f sin' (2)

| sin' (a) = { (se
- sin (n) asca)) + (



③ (Faq )
"

: f-
'
(g) •

q
'

f. F
'

fflqin)) aka) da = Flyin) + c = ffiydy /
g. qlu)

con GLI ESTREMI DIVENTA

qlb )
b

| fly (a) q
'
/a) = | f- ( y) dy ( ATTENZIONE AL

CAMBIO di ESTREMI)
a qla)

g. gia) ⇒
dà da . dy

INTEGRAZIONE
FORMALMENTE

PER SOSTITUZIONE



EI ①| Fie" ) . e
"

= | Fly) dy |
y :c
"

° / Èè = /È /
µ,

=
mutante

") + c

Fly) = È , g-- e
"

of 911 da = / { dy / = lrglqcail + c
q ( n ) ysy (n)

Fly ) - §



0 { tante ) = { FIÙ, ± - | % : - by I costi ) / + c

q ( ze )
= co) ( n)

0 ftp. da =

ftp.sin#aslt)dlx=sinlt) = / arttÌdt ( ↳ (t) :o)
da = cos It )È = { f- + sin It) cost) + e
f- mesi""

y
, { fucsina) + seÈi) + C:#: :



Area archiv ± 2 /
"

MÌ = arcsinln) + aprì /
'

=

- 1

"
= Larcsin (1) = IT

① ffirn) da =L / ' dy /
y.fi dy = fonda y.ve

PARTI

es:{ ne:-. ; / e = { fe'y ! { e?y . :/ e
'

= { e
"

( y - 1) +CI = { e
"

/rx -1) + e
y.tn



/ fetida = ffn-sinhlttashlhdt-fashltt.lt

|
=
sinhlttwshlt ) - / si. hit )

'

sostituzione :

= ttsinhlt) ashlt) . / cnhlt
)? { (ttsinhltlcnhltptcx-s.int/tl::...i::-....=

;:÷÷::÷È÷sinhix) = e÷è
"

,

↳ h (a)
'
= sinhla )

costi (a) = è; , yayyy-i.gg/ashiN--sinhintC



a. sinhlt ) . eÈ . ⇒ e

'? tenet - 1=0

è: * +ME 1- = arcsinhin> = log (attivi )





INTEGRAZIONE DI FUNZIONI RAZIONALI

fin) ± ÷, P
,

Q Polinomi

CALCOLARE { fin) dse

PROCEDIAMO PER PASSI ;



① FATTORIZZARE ① (a)

n

" (a) = IT Qilxii a. c. IN [ aidyo :-. daga
i. 1 i -1

daghe {1,2 }

② È :P, + § con degpzcdg



③ P

a-
= ÈÌÈI È con dgpi; - dega.

IN PART . degpij c- { 0,1}( deg Pi diga )

VEDIAMO I DIVERSI CASI

p

§;
deg ☒ c- { 1,2}

, degpsdeg
Q
,
jc.IN

④ deg Q =L ,
Pia) --1

, {
(
÷, ;D,

= {
LI '"" ' i -1

- È :&;;- e i >
1



⑤ deg Q = 2
,
Qin) = attonito ,

A MENO di MOLT .
PER COSTANTE SCRIVIAMO

Plx) = (In +a) + e =
Q' (a) + c

/ È :S + e / È ;

y
- Qin | §Y÷ , da = ftp.dy

= { loghi i.
1

- §, j >
1



" RESTA DA FARE | q÷ ; Cox deg Q --2

Qix> = n'+ oxtb = (se + g)
'

+ b- ¥

=L" :/ {(TIÈ;)! ) ÷ "÷
FÈ
T

= (b - §) ¢+1) [Anno Di

VARIABILE



RESTA QUINDI DA FARE | (ftp.jjj-1
,
| ÷, = anatomia

> + e

j > 1 ,

ABBASSI AMO
IL GRADO

INTEGRANDO PER PARTI :

I. =/ ÈÈ = tj.it/fI;i-y?--I;.si&ix?--i-i-&iti-1
(se:L)

i

÷:-p.

. _ ÷ .fi:1/--t-I;.-iDti-i+EjFi-.i



ossi fpinbg Qui e / Pirimetamina))

INTEGRANDO PER PARTI DIVENTANO INT
.
Di FUNZ. RAZIONALI

c | È da x
'
-1 :(a-1) ( n'+ a +1 )

CERCHIAMO
B
,
C TALI CHE

È = + Bxtc-s-E-Bxi-dcx.HU?-x+1
se
}
-1

= HÌà+§;É;Dx+A



OTTENIAMO IL SISTEMA LINEARE 3×3

ATB = 0

{ D-Btc ' } 2 , - B --1 ⇒ 31=1

A- c. =L

1=13 ,
B- - § ,

[ = A- 1 : - 2g

÷, -- f. ÷,
-1%+2-1 .

6 altre + 1

= ; :-, - t.IE?-s-I!+-..si



/ ÷ .
. jlgk-H-fbgtitm.sn) - ¥ / È,

24-2+1 = le + f)
<

+ § , y = sett

| ÷; = /È
,

= § onda (%-) + e = fanta /TÈ) + c

f È dy = { autorità + e a. E

Hariani:)
! ! ÷:

' : -

- ¥ ÌÌ )



| à÷ da

n'+1=4%0×+1 ) ( x'- anti) = (siti)
"

- alé

yo
⇒ E- 2

,

a. v2
= x' +2×4-1 - alé

x'+1--4<+52×+1 ) (altra
+1 )

ALTERNATIVA MECTNTÈ POSSIAMO FATTORI 77ARLO IN [

LIL = 0 aee E sono LE RADICI È di -1



- 1 = e

' " "

poi , e
' +

"E)

→
⇐ e

"

! ¥ + Ei

7
;
ei ? "

= - § + f- iÈ È

✗
"
+1 = & - z, ) (2- È ) (a- 7) (a-È)
nn nn

= (se
'
. (-4+-7)×+1) . ( di fatti) x +1)

= (se
'
_

E a +1) ( x' + ha + 1)



÷ .IE?-.+:::.-=

=Hx+B)(à+;;;D+¢a+Dkr×
f. = @ + c) a

>
+ ( ENB -

KGB) x' + ( AHEBTC -ED)x+B+D

DA CUI IL SISTEMA LINEARE { ✗ 4 :



A t ( = 0

t A + B-E C t
D = 0" E B +¢-t D = 0 ⇒ |B=D={⇒

B# D = 1

A + C = 0

% . c = . ÷ I"-Èc=÷⇒
÷ = : È;÷ . {

"

si- V2a + 1



= ÷ i:÷: - il
= fra I::÷: - ::÷)
+ ; I :#

- sé:)

I÷,
= tristi il + :| È:

- il ÷:
t t



atttxtl = ( + E)
<

+ { ys
✗ + E

fj-i.is/yI.-;--rarctonlry)+ca--E-.f,
= E arctan (2×+1) tc

/ ÈÈ =
Moncton È - 1) + e



fantasia) il = senatoria) - fà
= maratona) - fly / Ita)

CI SONO ALCUNI INTEGRALI

CHE SI RIDUCONO
AD INTEGRALI

DI FUNZ . RAZIONALI



SOSTITUZIONI RAZIONALI 2-ZANTI

sia Rlze) - una FUNZ RAZIONALE

① (a)

ofrieydx.fi?I-.idx..fRjDdypy-.ltedy=l?dn
Fuwa. Razionale



0 / R / sina.com/dx=2fR( È
,

fj://f-dyFUNZ.RD-iunblty-ta.IE
) se -- 2. arctanly)
-

dx . 1%249
Sinai) = 21

ltyl
↳ (a) = 1¥

iltyl

Es: / È: > =/ ÌÌ -È .ly - loglyli-c.bg/tonl7)/+c



nc.IN
④ / RHE.FI/day=it:s-I
( tipico caso | R / Fa) dx g.

"

fa )

o / R / a.TÈ ) da a. asinlt ) da . aaslt)

=/ R / asina ) , aaslt
)) aasltdt



0 { Rlx ,

fatti ) da c > O a.
rcsinhlt)

( < 0 a. ricashlt)

DIVENTA DEL TIPO

fitlèldt
IN ALTERNATIVA SI PUÒ PORRE

(aety} .ae?c.y-.-ze+Fatcx---Ijc-.dx=fij-jdy
DIVENTA DEL TIPO {È / g) dy



Es : / fà da = | ÷, . ashltldt = tte

da =
ashctldt

se =
sinh ( t)

| ¥-1 = oncsinh (a) + e = log ( -sette ) + C





INTEGRALI IMPROPRI ( GENERALIZZATI )

f :[a. b) → IR be /Ru {+ ora}

f INTEGRABILE su
[9. c] tcb

SI DICE
CHE
f È INT . ( IN SENSO improprio

) su [ a , })

se 3- lim /
'

fin > da =/ bfimdxc.IR
c.) b- a a

LO STESSO SI PUÒ FARE PER f :( q
,
b) → IR

con ae IRU { - o} E fini
.

su [ab] te > a .



PIÙ in Generale f : (a) b) → IR
,
con a.be/Rv {In} ,

È int . SE dato Roe (a) b) , f È int. su (q
,
se
.
] E [%

, b)
' b

E SI PONE {% = /
"

of + ffa
a %

'

055 : LA DEF
.
NON DIPENDE DALLA SCELTA DI %

,



ESEMPI : fla) = se

"

see ( 0,1 ) ✗EIR

① ✗ 70 f- È INT .

① ✗ $0 f non È LIMITATA .

FISSO E > 0

E CALCOLO
1

4$ -1) lim S' fcnidx : lim ÷,
è
"

/
{→ o

" E {→ È
{

= { ÷,
a > -1

= 1- -

1- fin {
""

✗ +1 dtt {→ È + oo ✗ < -1



4=-1 ) limf
"

! = lim login /
'

= him by / f) = tuo

[→ ot [
{→ ot

{
{→ ot

⇒ ffgn.xtEINT.su/9x.)--)as--
-

SE CONSIDERO [1)to)
,
con lo STESSO CALCOLO

,

*×Èw%su{%,to)⇐✗<-1TL
Oss : se

'
NON È nbi int . su ( 0

,
to)



fin) = è
"

su [0, to )
M

M

him s e-
"

da : him -
è
"

/ = lim ( e - è
") . ho

n→ toro
o M

M-sto 0

TEO.fcowtronto-fg.la, to) → Io
,
+ a)

,
Fg int. su [%

,

M] YM < + oo
,

fsg E g integri .
su (7,1-0) =) f INT. su { ok

,
to)

o

! fig e f Non È int . ⇒ g
Non È int. su (7) to)

.



M

f- 70
,
f- NON È INT . su (7,1-0) ⇒ fin | f- +00

nata %
n

INFATTI
M → ( f È UNA FUNZ . MONOTONA CRESCENTE

ho

cori f
, g DEF

.

Positive PER 2 → +00

Confronto)( Asintotico frig ,

CIOÈ him ↳ = 1 (va BENE ANCHE f- ~ c.g)
a-sto

\ CE (0,1-0)

⇒ /fEINT.su/gi-oo)--)gEint.suLr.,too)--



DIN .

DEL TEOREMA :

Off sg g int
. so {% .to)

M M

o s / fin) da s { guida
%

py
Ho

limswp f fin
da < [ Tg < + o

No
n→ + so %

M

⇒ M → | f È CRESCENTE E LIMITATA

ho
µ +00 +00

⇒ ] lim / f =/ f < f
n→ o % se

.
✗§ '



Defi f : ] → IR ,

ÌSIR INTERVALLO ANCHE ILLIMITATO

f È ASSOLUTAMENTE INT
.

Su ] SE

① f ÉINT. su [a. b) E ] con - o < a < b < +0
,

① If / È INT . ( IN SENSO IMPROPRIO ) su ]
.



TEI f : [ → IR pssol.INT . =) f È INT .

Dini f-
+

(a) = Max (fla) , 0) PARTE POSITIVA DI &

f- (a) = max ( _ fin) , 0) PARTE NEGATIVA

fin) = fin ) - fin ) ne ]

/ fin) / = ftln) + f- (a)

IN PART . 0 E f-
±
(a) f /f / (a)

PER confronto
f- In) E f-(a) SONO int. su ]

⇒ PER
ADDITIVITÀ DEL LIMITE f È INT . E { f = { ft , { f-

I I g-

'



☒ 1ft ÈINT . su I ⇒

ff : fft . ff
'

i ]
i
/ MI :/ ftt / f-

I [ I
Ì

IN PARTICOLARE

| / f / =/ fft.fi/sIfttff-..flfl
I ] I I ]

I



ESEMPI : f- (a) = Singh
① su ( 0,1] sin (a) ~ se PER se-70

f- (a) ~ R
" "

PER se -70

f- È INT . 1- a > -1 cioè ✗ < 2

( CONFR . ASINTOTICO)



② su [ 1. + oo )

ASSOLUTA /NTEGR
ABILITÀ :

✗
a

'NT. SE ✗ > 1t.IT/ < 1

⇒ f È INT. PER ✗ >
1

PER ✗ c- ( 0,1 ] ? consideriamo

PER PARTI
M

M

sisi:# =
-

"÷!! :÷



/TIÈ / E ÷, int. su t.to)
•

M

PER il teorema
7 hm { IÈ = {II.IN

→ o

M

In GIÙ; lim (TIÈ
-

cosa) = -
ask)

n-soo

n.> o no

M

n.. .
!
"÷ = ↳ '" - • si:÷ = ! :÷⇒ ] lim



③ si può MOSTRARE CHE sina.LI Non È

ASSOL .

INT
.
su {1, to) PER te (0,1],

co

cioè {K;! sta
wi

t☒È!!÷÷.si;Y-



1- 00 + co
☒+DI oo

l'III. E / ':# > :-< E ,÷,
-
-
+ o

J 1<=1 KÌ
IT

IT
IT

µ

(Ki-IN

l'sind .fi:1?.:;Y.-ds==I,:?-ii-Isi""
kit ×

"

o
G-

(Ktl)
"

it
"

✗ = Kitty
,

ye { 0,1T )
(1<+1) it

PER × > 0

% SCRIVENDO [
°

☐
III. È / si:#

1<=1 KIT

SI PUÒ OTTENERE L'INTEGRABILITÀ DI sina.LY
DAL CRITERIO DI LEIBNIZ

.





CRITERIO INTEGRALE PER LE SERIE

[ an an . fin ) f :[Ito) → IR

" " ^^

f > 0
,

f DECRESCENTE
,

him An ) =
0

✗→ too

I
ysl.in)

nel÷:":*:
::¥ :

"



s'Y.Y.ie?'suaau;.Y-yNt1| È fin ) ? / findus, Éfin)
V-NC.IN

-
N

N

⇒ [ fin) } / findus,
È fin ) UN } 2

n
- 2

1
vi. 1

TESI f > 0 , f- DECRESCENTE ,
ALLORA

00

[fcn ) < + o ⇐ ffcx) < tuo .

1

n - 1

DII SEGUE DAL TEOREMA di
CONFRONTO PER I LIMITI

.



OSÈ PASSANDO AL LIMITE N -3 tuo si OTTIENE

co

°
no

[ fin ) 7 { fca) da 7
,
[ fin ) -

-9111

n'-1
,

n> 1

so

fin) = 1[ fa è
nel 00

LA SERIE Conv . ⇒ { £,
d" ( to (=) a > 1

[in.am/bgnI
""" ⇐ SII-g.tn < + •

Ì "y.bg "
gg ,
fa ⇒

& > 1



CONSIDERIAMO LA SUCCESSIONE

N

/bÈÉf e [0,711)) TN

1

INOLTRE
Ntl

N

N

{ +ibn = È
"

fini - [ fin ) - | fin + | fin)
ma

nel y
1

= Anti) - /
" "

fin) & 0 ,
cioe
'

µ

bn È decrescente ⇒ bww-sinfbn-s.be [ 0,711))N



N

Quindi [ [ ( n) = { f-(a) da +
b t ☐ (1) PER Nitro

n-1

con
"↳ E { 0

,

-911) ]
.

v0

QUESTO VALE ANCHE QUANDO [ ftp.m) = 1- 00 .

nel

N

[ In = login ) + y
+0117

ESEMPI : fin) -1
se

nel

✗ c- [ 0,1] 6=0,577 . . .

{È -

- GN)
COSTANTE DI EULERO-MASCHERONI



fca) = fa ✗ C- (0,1)

N 1- a

[ fa = Ne _ 1%+8<+011
)
, % :[0,1 ]

h- 1

N

iii. ÷
. / =

'
- ÷.

%fe.possianfnandaren-TOOF.int= È + % , 4.
c- [ 91 ]



ESERCIZI SU INTEGRALI IMPROPRI

STUDIARE L' INTEGRPBILITÀ di § / login) /
"
da

AL VARIABILE DI ✗ c- IR .

mi
① Vediamo

se → 1-
. Lyla) = a- 1 tolta )

⇒ / login) /
"
= 4- a)

"
+011 )

1 1

fllogx /
"

~ / d- ×)
"

< + oo PER III
1- E 1- E



② vediamo se →
È xp / logal

"

→ 0 fa > o
2.→ È

lhgxt :O / fa.) YP > 0

PER a)
ot

PER CONFRONTO CON E

xp
,
Pelù)

,
si Ha { llgnl

'

< + oo fa1-

0

E E ( 0,1 )

⇒ Ilyn /
"

ÉINT
.

su ( 0,1 ) ⇒ × > -1



STUDIARE l' int. Di [Il
"

sin ( xp ) da

cani d. BGIR
.

FACCIANO IL CAMBIO DI VARIABILE FÙ ( p# 0)
N

SE D= 0 Abbiano Ja' sinlx? = sin (a) {% : ta ta
.

"

0

§ -1

a. y ? da . fsydy

[sisinln
' ) ~ %, [ yy

:*!
y
? sinlydy.fm/yI.niyHyy=atY-



ytsinly) È int. su Htoo) ⇒ %)

ytsinly) ~ y
'" È int

. su (0,1 ] (=) y +1 >
-1

PER y -30 (F)

jsinly) È INT. su (9+00) ⇒ -2 < y <
0

xtsin (d) È /NT . su (9+0) ⇒

.ro#tPIElf=I



AD ESEMPIO
,
SE ✗ = 0

,
sin / a

" ) È int. ⇒

- 2 < 1¥ < 0 ,

op > 0 ⇒ -2pct -Pio ⇒Mopso
⇒ -2A > 1-B > 0 ⇒ p > 1 ⇒ /E)

PER se → O NON CI SONO MAI PROBLEMI .





EQUAZIONE DIFFERENZIALI ORDINARIE

INCOGNITA È UNA FUNZIONE yin) : ti
→ IR

Fln
, yin) , yin ,

. . - y'
"

in) = 0 n È L'ordine
DELL' EQUAZIONE

↳""É[SE F È LINEARE IN ÌÌÌ")
,
c'
È

Autonoma

f- ( d. y ,
. - y'
"
lui) = È Oijln) y'

"
in) +

bin SEFNON dipende

DA 80

j :O

LÈQ
.
SI DICE LIWEARÉ , se

bla) :O SI DICE

LINÉIREONOGETNEA



ES : y
"
(n) : 0 INTEGRINO

y
'

che c " yifc.de/R
Sono TUTTE LE SOL

.

DELL' EQ .

Allo STESSO nodo y'
"
(se) :O ⇒ ylse )

= PIU )

P Polinomio dyopz.tn-1

• NON C'È UNICITÀ

• LO SPAZIO DELLE Sol .
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Equazioni DEL PRIMO ORDINE IN forma
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y' (a) = fin, yin) f : la ,b] ✗ {c. d) → R qb.c.de "È

{ giro) -- Y . ↳ e la,b)
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ÉSENPO: EQUAZIONI LINEARI DEL PRIMO ORDINE

IN FORMA NORMALE
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STUDIO QUALITATIVO DELLE 50L
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CURVE IN IR
"

✗ :[ 9 ,b)
→ IR

"

continui> , CURI

✗ ( { 9)b) c- IR
" DELLA CURVA

②

la curva
È

"

" SE fa) - 8lb ) .
t'Èµ

LUNGHEZZA

☐ ' { ti}
:*, .in}

Fiotti . . .tn :b

Lly) = swp È? tolti")
- OH! ! E [9+0]

,LUNGHEZZ.is#ylTi=O
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È RᵗÈ SE L < + so
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1
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PIÙ IN GENERALE

PROPOSIZIONE : feci =) ¥

0 RETTIFICA
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a
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ii. { to , - -
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SOMMANDO IN i

Llo ) = swp [ tolti»
) - gli:) / ≤ Hilti / dt .

it i
a
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O
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,
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/
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PERCHÉ Ò È UNIF . Continua .
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"il ≤ È:| !!"" / + cltiì!)
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ti i. ◦
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IL RISULTATO È VERO ANCHE

PER CURVE LIPSCHTZIA NE

SE 0 NON È INIETTIVA ( (y)
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"
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CON MOLTEPLICITÀ
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CURVE IN COORD . POLARI

DATA (
( ⊖ ) :[ % , -0,] → { 9th) continua

✗ Ao
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"
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② C- [92k]
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"
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◦
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* %
21T
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◦
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t = ,
2kt = D8
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,

( se INTIMO)

lett ) / =L si DICE
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